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Promovemos la conciencia ambiental en la comunidad educativa.
Hemos impreso el 8% de ejemplares con certificado de responsabilidad ambiental.
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ADVERTENCIA
Un objetivo manifiesto del Ministerio de Educacion es combatir el sexismo y la discriminacién de género en la sociedad ecuatoriana y promover, a través del sistema

educativo, la equidad entre mujeres y hombres. Para alcanzar este objetivo, promovemos el uso de un lenguaje que no reproduzca esquemas sexistas, y de conformidad
con esta practica preferimos emplear en nuestros documentos oficiales palabras neutras, tales como las personas (en lugar de los hombres) o el profesorado (en lugar de
los profesores), etc. Solo en los casos en que tales expresiones no existan, se usara la forma masculina como genérica para hacer referencia tanto a las personas del sexo
femenino como masculino. Esta practica comunicativa, que es recomendada por la Real Academia Espafiola en su Diccionario Panhispanico de Dudas, obedece a dos
razones: (a) en espafol es posible <referirse a colectivos mixtos a través del género gramatical masculino>, y (b) es preferible aplicar <la ley linglistica de la economia
expresiva> para asi evitar el abultamiento grafico y la consiguiente ilegibilidad que ocurriria en el caso de utilizar expresiones como las y los, os/as y otras férmulas que buscan
visibilizar la presencia de ambos sexos.




2018: El valor del respeto

El inicio de un nuevo afio escolar siempre nos produce ilusion. Todos los nifios, nifias y adolescentes se
preparan, no solo para estudiar y aprender, sino también para encontrarse con sus comparieros de aula.
A veces nos topamos con caras nuevas en la clase, y eso es una buena sefal, porque vemos que otros
estudiantes se estan integrando a nuestra institucion educativa. Eso significa también que es una buena
oportunidad para relacionarnos con personas distintas de las que ya conociamos y asi lograr nuevas
amistades.

Sabemos que la escuela es un buen lugar para crecer y compartir muchas cosas positivas, y de vez en
cuando también para enfrentar problemas. Ser solidarios y apoyar a quienes necesitan ayuda es un
consejo que deberiamos seguir en la casa, la escuela y la comunidad.

El nuevo afio escolar se abre como una experiencia que nos desafia y al mismo tiempo nos gratifica.
Somos parte de la comunidad educativa, maestros, maestras, padres y madres de familia, representantes
legales y parientes. Todos somos responsables de acompanarlos en el mejoramiento de su educacién, en
mejorar la calidad de sus conocimientos y en la experiencia de estudiar y aprender para crecer como
mejores seres humanos y ciudadanos.

Un nuevo ano escolar significa un trabajo dedicado a ampliar las relaciones positivas, a las que llamamos
respeto. Nadie puede quedar fuera de esta practica de todos los dias en la escuela y la comunidad. Este
valor de vida se opone radicalmente al desprecio y a la exclusion. Si queremos una educacion justa, en la
que todos podamos participar, el respeto hacia los otros significa aceptar sus propias formas de ser, sus
caracteristicas individuales, sociales, fisicas y culturales; su manera de pensar y apreciar el mundo; sus
costumbres y tradiciones; sus aptitudes y habilidades. Esta es la mejor propuesta que puede hacer el
Ministerio de Educacion al iniciar el nuevo afho escolar.

El respeto hacia los demas significa el respeto a cada uno y cada una, a nosotros mismos. El respeto no
acepta agresion alguna, ya sea fisica, sicoldgica o sexual. Implica reconocernos a nosotros mismos en las
personas que nos rodean. Maestros y maestras, estudiantes y compaferas, somos todos seres humanos
que tenemos los mismos derechos. Eso significa el derecho a tener nuestro propio punto de vista, el
derecho a cambiar de opinién, a equivocarse, el derecho a crear un mundo propio en el cual vivir.

Este 2018 —afio del respeto—, esta inspirado en los principios de cero tolerancia al abuso y la violencia,
a cualquier tipo de discriminacion. Promovemos la equidad de género (igualdad entre hombres y mujeres),
la justicia social, la solidaridad, la cultura de paz, la convivencia entre culturas y tradiciones diferentes, y
el cuidado del ambiente. Todos estos son valores que debemos difundir y vivir a plenitud todos los dias en
la comunidad educativa.

Este es un afio para defender con mucha decision y compromiso los derechos de los estudiantes. Nuestro
programa Mas Unidos, Méas Protegidos fue creado para prevenir la violencia dentro del sistema educativo.
Vemos a la educacidbn como un todo integrado; trabajamos para mejorar nuestro ambiente con
importantes innovaciones curriculares como la metodologia Tierra de Nifias, Nifios y Jévenes para el Buen
Vivir. La incorporacion de saberes ancestrales a la educacion, el desarrollo de las artes, de la buena
lectura, y una ambiciosa agenda digital forman parte de nuestra propuesta al iniciar el nuevo afio escolar.

Esta es la accién integral que ahora promovemos, en la que nifios, nifas y adolescentes participan como
una fuerza decisiva dentro de toda la comunidad educativa. Sigamos caminando con buen paso y con
respeto en este 2018.

Fander Falconi
Ministro de Educacion




Presentacion

Matemdtica 1 BGU ahora mismo es una pdgina en blanco que, como 10, posee un infinito potenciall.

Te presen’romos’ s, el nuevo proyecto de Editorial Don Bosco que hemos disenado para impulk-
sar lo mejor de ti y Que te acompanard en tu recorrido por el conocimiento.

Fomenta un aprendizaje prdctico y funcional que te ayudard a desarrollar destrezas con criterios
de desempeno.

Propone una educacién abierta al mundo, que se integra en un enforno innovador y tecnolégico.
Apuesta por una educacion que atiende a la diversidad.

Refuerza la infeligencia emocional.

Refleja los propdsitos del Ministerio de Educacion que estdn plasmados en el curriculo nacional
vigente.

Deja aflorar la expresividad de tus retfos.

Incorpora Edibosco Interactiva, la llave de acceso a un mundo de recursos digitales, flexibles e
infegrados para que des forma a la educacion del futuro.

Es sensible a la justicia social para lograr un mundo mejor.

Matemdtica 1 BGU te presenta los contenidos de forma clara e interesante. Sus secciones te involucro-
r&n en proyectos, reflexiones y actividades que fe incentivardin a construir y fortalecer tu propio aprendi-
zaje. Las ilustraciones, fotografias, enlaces a pdginas web y demds propuestas pedagdgicas facilitardn
y clarificardn la adquisicién de nuevos conocimientos.

Herramientas matematicas

Contenidos © 0 6000000000 0000000000000000000000000000000000000000000000 &

Revision (pag.10)

Operaciones con radicales Ecuaciones de primer grado
Error Sistemas lineales de dos
e ecuaciones
Notacion cientifica
Funciones y estadisticas

Intervalos de nlimeros reales

. . . Probalidad y combinatoria
Operaciones con polinomios

Factorizacion




Objetivos

Lo numeros reales

Producir, comunicar y generalizar informa-
cién de manera escrita, verbal, simbdlica,
grdfica y/o tecnoldgica mediante la apli-
cacién de conocimientos matemdticos y
el manejo organizado, responsable y ho-
nesto de las fuentes de dafos para com-
prender ofras disciplinas, entender las ne-
cesidades y potencialidades de nuestro

pais y ftomar decisiones con responsabili-
dad social.

Valorar el empleo de las TIC para realizar
cdlculos y resolver, de manera razonada
y critica, problemas de la realidad nacio-
nal, argumentado la pertinencia de los
métodos utilizados vy juzgando la validez
de los resultados.

Algebra y funciones (16 -55)

Conjunto de numeros reales
Propiedades de los nimeros

reales.

radicales

Logaritmos

Cdlculo de logaritmos
Propiedades de los logaritmos

Operaciones con reales
Operaciones con potencias y

Intervalos de nUimeros reales
Valor absoluto y distancia

Operaciones con polinomios
Suma, resta y multiplicacion
de polinomios
Método de Ruffini, Teorema del
residuoy Método de Homer.

Ecuaciones e inecuaciones
Suma, resta y multiplicacion
de polinomios
Inecuaciones  fraccionarias
con una incégnita
Ecuaciones irracionales

Objetivos

Valorar sobre la base de un pensamiento
critico, creativo, reflexivo y légico la vincu-
lacién de los conocimientos matemdticos
con los de otras disciplinas cientificas y los
saberes ancestrales para plantear solucio-
nes a problemas de la realidad y contri-
buir al desarrollo del entorno social, natu-
ral y cultural.

Funcién afin

Concepto de funcidn

Funcidn afin a trozos

Funcidn potencia entera ne-
gativa con n=-1, -2.

Funcidén raiz cuadradai.

Desarrollar la curiosidad y la creatividad
en el uso de herramientas matemdticas
al momento de enfrentar y solucionar pro-
blemas de la realidad nacional demos-
tfrando actitudes de orden, perseverancia
y capacidades de investigacion.

~  Algebray funciones (56 - 87)

Funcién valor absoluto de la
funcién afin.

Operaciones con funciones
reales

Modelos matemdticos
funciones cuadrdticas.

con

Funcién raiz cuadrada.

Traslaciones

Prohibida su reproduccién




Limite y derivadas de funciones R
Objetivos
Proponer soluciones creativas a situaciones ven a juzgar con responsabilidad la validez de
concretas de la realidad nacional y mundial procedimientos y los resultados en un contexto.
mediante a aplicacion de las operaciones ba- Desarrollar estrategias individuales rupales
sicas de los diferentes conjunfos numéricos, el U6 permitan un cgdlculo mental eszri?o 2xoc
uso de modelos funcionales, algoritmos apro- SO opesTimodo la capacidad lde inTelr ota
piados, esfrafegias y mefodos formales y no cién soluciényde sifuzciones roblemgﬁcos
formales de razonamiento matemdtico que lle- Y ) o ) ) P
del medio. solucion de situaciones concretas.
Algebra y funciones (88 - 139)
Nocidn intuitiva de limite Derivada de una funcién en un
Limite de funciones polindmicas y punto
racionales en un punfo Funcién derivada.
Limites laterales Funcién derivada y operaciones
Limites en el infinito Aplicacién de las derivadas. Mono-
Cdlculo de limites fonia
Indeterminaciones. Problemas de optimizacion
Continuidad de funciones. Derivadas y las Tic
Operaciones
Tasa de variacion y tasa de
variaciéon instantdnea
A
Vectores Ty

Objetivo
Proponer soluciones creativas a situaciones con- responsabilidad la validez de procedimientos y
cretas de la realidad nacional y mundial me- los resulfados en un contexto.
diante la aplicacién de las operaciones bdsicas
de los diferentes conjuntos numéricos, el uso de
modelos funcionales, algoritmos apropiados, es-
frategias y métodos formales y no formales de ra-
zonamiento matemdtico que lleven a juzgar con

Cnntenidos e o o ¢ ¢ 6 0000000000000 0000000000000 eeee0000000000000000000 00 &

Geometria y medida (140- 167)

Desarrollar estrategias individuales y grupales que
permitan un cdlculo mental, escrito, exacto o es-
fimado vy la capacidad de inferprefacion y solu-
cidn de situaciones problemdticas del medio.

Vectores fijos Componentes de un vector deter-
Vectores equipolentes minado por dos puntos

‘é Vectores libres Operaciones con vectores expre-

é Operaciones con vectores sgdos por sus componentes

o

g Base de v, Angulo er.frre. dos vectores

5 Dependencia de vectores Vector unitario

2

° Componentes de un vector en

g una base

o

& o

>




Elementos del plano

Objetivos

Producir, comunicar y generalizar informaciéon
de manera escrita, verbal, simbdlica, gréfica y/o
tecnoldgica mediante la aplicacién de conoci-
mientos matemdticos y el manejo organizado,
responsable y honesto de las fuentes de datos
para comprender otras disciplinas, entender las
necesidades y potencialidades de nuestro pais
y fomar decisiones con responsabilidad social.

Rectas secantes

puntos

Ecuaciones de la recta.
Ecuacion vectorial, ecuacion
paramétrica, ecuacion general
y explicita de la recta

Desarrollar la curiosidad y la creatividad en el
uso de herramientas matemdticas al momento
de enfrentar y solucionar problemas de la reali-
dad nacional demostrando actitudes de orden,
perseverancia y capacidades de investigacion.

Geometria y medida (168 - 203)

Lugares geométricos. Mediatriz
de un segmento

Bisectriz de un dngulo
Matemdticas y tic™s. Geogebra

Distancias. Distancia entre dos

El proceso estadistico

Objetivos

Producir, comunicar y generalizar informacion
de manera escrita, verbal, simbdlica, gréfica y/o
tecnoldgica mediante la aplicacién de conoci-
mientfos matemdticos y el manejo organizado,
responsable y honesto de las fuentes de datos
para comprender ofras disciplinas, entender las
necesidades y potencialidades de nuestro pais y
tomar decisiones con responsabilidad sociall.

pados

Repaso de conceptos bdsicos
Tablas estadisticas datos no
agrupados y de datos agru-

Grdficos estadisticos

Desarrollar la curiosidad y la creatividad en el
uso de herramientas matemdticas al momen-
fo de enfrentar y solucionar problemas de la
realidad nacional demostrando actitudes de
orden, perseverancia y capacidades de inves-
tigacién.el entorno social y econémico, con un
pensamiento critico y reflexivo.

c°ntenldos e ¢ o o 00 0000000000000 00 0c0ec000c0ec0ec0cec0es0es00s00s00s 000 e e

Estadistica y probabilidad (204 - 263)

Medidas de dispersion
Medidas de posicidn

Uso de TIC

Estrategias de resolucion de
problemas

Tablas y graficos con TIC
Andlisis de datos. Medidas
de tendencia central

Prohibida su reproduccién




Destrezas con criterios de desempeiio:

Aplicar las propiedades algebraicas de los nimeros reales en la resolucién de productos notables
y en la factorizacién de expresiones algebraicas.

Identificar la interseccidn grdfica de dos rectas como solucidon de un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incdgnitas.

Resolver analificamente sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas utilizando diferen-
tes métodos (igualacién, sustitucion, eliminacion).

Aplicar las propiedades de orden de los nimeros reales para realizar operaciones con intervalos
(unién, inferseccién, diferencia y complemento) de manera grdfica (en la recta numérica) y de
manera analitica.

Aplicar las propiedades de orden de los nimeros reales para resolver ecuaciones e inecuaciones
de primer grado con una incégnita y con valor absolutfo.

Descomponer funciones racionales en fracciones parciales resolviendo los sistemas de ecuacio-
nes correspondientes.

Graficar y analizar el dominio, el recorrido, la monotonia, ceros, extremos y paridad de las diferen-
tes funciones reales (funcién afin a trozos, funcidn potencia entera negativa con n= -1, -2, funcion
raiz cuadrada, funcién valor absoluto de la funcién afin) utilizando TIC.

Realizar la composicidon de funciones reales analizando las caracteristicas de la funcién resultante
(dominio, recorrido, monotonia, mdximos, minimos, paridad).

Resolver (con o sin el uso de la tecnologia) problemas o situaciones reales o hipotéticas con el
empleo de la modelizacién con funciones reales (funcién afin a trozos, funcién potencia entera
negativa con n=-1, -2, funcién raiz cuadrada, funcién valor absoluto de la funcién afin), identifican-
do las variables significativas presentes y las relaciones entre ellas; juzgar la pertinencia y validez
de los resultados obtenidos.

Realizar las operaciones de adicion y producto entre funciones reales, y el producto de nimeros
reales por funciones reales aplicando propiedades de los nimeros reales.

Resolver (con o sin el uso de la tecnologia) problemas o situaciones reales o hipotéticas que pue-
den ser modelizados con funciones cuadrdticas identificando las variables significativas presentes
y las relaciones entre ellas; juzgar la pertinencia y validez de los resulfados obtenidos.

Calcular de manera intuitiva el limite cuando h— 0 de una funcién cuadrdtica con el uso de cal-
culadora como una distancia entre dos ndmero reales.

Calcular de manera intuitiva la derivada de funciones cuadrdticas a partir del cociente incrementall.

Interpretar de manera geométrica (pendiente de la secante) y fisica el cociente incremental (ve-
locidad media) de funciones cuadrdticas con apoyo de las TIC.

Interpretar de manera geométrica y fisica la primera derivada (pendiente de la tangente, veloci-
dad instantdnea) de funciones cuadrdtficas con apoyo de las TIC.

Realizar operaciones de suma, multiplicacién y divisidén entre funciones polinomiales y multiplica-
cién de ndmeros reales por polinomios en ejercicios algebraicos de simplificacion.

Aplicar las operaciones entre polinomios de grados <4, esquema de Hbrner, feorema del residuo y
sus respectivas propiedades para factorizar polinomios de grados <4y reescribir los polinomios.

Resolver problemas o situaciones que pueden ser modelizados con funciones polinomiales iden-
fificando las variables significativas presentes y las relaciones entre ellas y juzgar la validez y perti-
nencia de los resulfados obtenidos.

Graficar funciones racionales con cocientes de polinomios de grado <3 en diversos ejemplos y
determinar las ecuaciones de las asintotas si las tuviera con ayuda de la TIC.

Determinar el dominio, rango, ceros, paridad, monotonia, extremos y asintotas de funciones racio-
nales con cocientes de polinomios de grado <3 con apoyo de las TIC.

Realizar operaciones de suma y multiplicacién entre funciones racionales y de mulfiplicaciéon de
ndmeros reales por funciones racionales en ejercicios algebraicos para simplificar las funciones.
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Resolver aplicaciones, problemas o situaciones que pueden ser modelizados con funciones ra-
cionales identificando las variables significativas presentes y Ias relaciones entre ellas y juzgar la
validez y pertinencia de los resultados obtenidos con apoyo de las TIC.




Calcular de manera intuitiva la derivada de funciones polinomiales de grado <4 a partir del co-
ciente incremental.

Interpretar de manera geométrica y fisica la primera derivada (pendiente de la tangente, veloci-
dad instantdnea) y geométrica (pendiente de la secante) y fisica el cociente incremental (veloci-
dad media) de funciones polinomiales de grado <4 con apoyo de las TIC.

Calcular de manera intuitiva la derivada de funciones racionales cuyos numeradores y denomina-
dores sean polinomios de grado <2 para analizar la monotonia, determinar los mdximos y minimos
de estas funciones y graficarlas con apoyo de las TIC (calculadora gréfica, software, applets).

Reconocer y graficar funciones exponenciales analizando sus caracteristicas: monotonia, conca-
vidad y comportamiento al infinito.

Aplicar las propiedades de los exponentes y los logaritmos para resolver ecuaciones e inecuacio-
nes con funciones exponenciales y logaritmicas con ayuda de las TIC.

Reconocer y resolver aplicaciones, problemas o situaciones reales o hipotéticas que pueden ser
modelizados con funciones exponenciales o logaritmicas identificando las variables significativas
presentes y las relaciones entre ellas y juzgar la validez y pertinencia de los resulfados obtenidos.

Graficar vectores en el plano (coordenadas) identificando sus caracteristicas: direccidn, sentido y
longitud o norma.

Sumair, restar vectores y multiplicar un escalar por un vector de forma geométrica y de forma ana-
litica aplicando propiedades de los ndmeros reales y de los vectores en el plano.

Resolver y plantear problemas de aplicaciones geométricas vy fisicas (posicion, velocidad, acelera-
cién, fuerza, entre otras) de los vectores en el plano e interpretar y juzgar la validez de las solucio-
nes obtenidas dentro del contexto del problema.

Calcular el producto escalar entre dos vectores y Ia norma de un vector para determinar distancia
-
entfre dos puntos Ay B en R como la norma del vector AB.

Reconocer que dos vectores son orfogonales cuando su producto escalar es cero y aplicar el feo-
rema de Pitdgoras para resolver y plantear aplicaciones geométricas con operaciones y elemen-
tos de R? apoydndose en el uso de las TIC (software como Geogebra, calculadora gréfica, applets
en internet).

Escribir y reconocer la ecuacién vectorial y paramétrica de una recta a partir de un punto de la
recta y un vector direccién o a partir de dos puntos de la recta.

Identificar la pendiente de una recta a partir de la ecuacion vectorial de la recta para escribir la
ecuacion cartesiana de la recta y la ecuacién general de la recta.

Determinar la posicidn relativa de dos rectas en R? (rectas paralelas, que se cortan, perpendicula-
res) en la resolucién de problemas (por ejemplo: frayectoria de aviones o de barcos para determi-
nar si se interceptan).

Calcular la distancia de un punto P a una recta (como la longitud del vector formado por el punto
Py la proyeccién perpendicular del punto eg la recta P*, utilizando la condicién de ortogonalidad
del vector direccion de la recta y el vector PP ) en la resolucién de problemas (distancia entre dos
rectas paralelas).

Resolver y plantear aplicaciones de la ecuacién vectorial, paramétrica y cartesiana de la recta
con apoyo de las TIC.

Calcular e interpretar la media, mediana, moda, rango, varianza y desviacion estdndar para datos
no agrupados y agrupados con apoyo de las TIC.

Juzgar la validez de las soluciones obtenidas en los problemas de aplicacién de las medidas de
tendencia central y de dispersidn para datos agrupados dentro del contexto del problema, con
apoyo de las TIC.

Calcular e interpretar el coeficiente de variacidn de un conjunto de datos (agrupados y no agrupados).

Determinar los cuantiles (cuartiles, deciles y percentiles) para datos no agrupados y para datos
agrupados.

Representar en diagramas de caja los cuartiles, mediana, valor méximo y valor minimo de un con-
junfo de datos.

Ministerio de educacién. educacion.gob.ec.
Extraido el 11 de abril del 2016 desde la pagina web: http.//goo.gl/lp5eV.
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El proyecto de Matemdticas 1

En contexto

Los contenidos
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i . Uso de regletas y dbacos para facilitar

la comprension.

N o s 5y e rem

wreTy
B R LT
Brrarhiom U
e

rre—cars d L L ———— e a

i = En esta pagina verds cémo el
tema de Ia unidad es tratado
en la red.
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= Actividades de base
estructurada.




Problemas
resueltos

" . Sinfesis de lo aprendido. i « Enfasis en la presentacion clara
de los procedimienfos. H

Ejercicios y problemas

Evaluando tus
destrezas

= Para fortalecer tu aprendizaje,
= Propuesta al final de dispondrds de varios ejercicios.

3
. cada bloque.
.

ecccocce

0000000000000 00000000 000

-

Conéctate con: Ed I b SCO

[(hfexactiva

‘ — [ y — am—

0 0O O NG @ 6

> A\ www A \ * ) A & )

ACTIVIdeQS Enlaces Videos Perfiles Documentos  Presentaciones  Laboratorios
interactivas web interactivos multimedia

*
®
. 2

L X



CONTENIDOS:

W © N O OB~ DN~

+ Ty

Operaciones con radicales

Error

Notacién cientifica

Intervalos

Operaciones con polinomios
Factorizacion

Ecuaciones y sistema de ecuaciones
Funciones y estadisticas
Probabilidad y combinatoria

Herramientas
matematicas

http://goo.gl/n1VFbqg




REPASO Y REVISION DE CONTENIDOS

DOperaciones con radicales

1.

Simplifica los siguientes radicales; extrae los
factores posibles fuera del radical:

a. 3%\5%a?b* c. -12 V2747
b. V7 alb? g 16 /25
5 2

Efectia.

a 2+ V7)) V3 c.V7-(9+2)

b V11- (V11 +V3) d.\5: (3 +5)

Racionaliza.

a _6 b1
a7 2\3-\5

Efectia las siguientes operaciones con
radicales, simplifica el resultado cuando
sea posible.

a. \V2+3y8- 1

V2
b. (972 + 7.3 _
5/5
C' T 1_ W +3T[
5.(1)7 25
5 T
1
—— 41
o2 Bis 3, 33
7 Vo
Calcula.

9:121-3- (/21 +8/21) - (3\21 + \21)

D Error

6. Una aproximacién por truncamiento del

numero 4,56789 es 4,56. Halla el error ab-
soluto y el error relativo.

7.

A partir de un mapa, hemos calculado que
la distancia en linea recta entre Cérdoba y
Buenos Aires, en Argenting, es aproximada-
mente de 650 km, cuando en realidad es
de 648,29 km. ¢Qué error absoluto hemos
cometido? ¢ Cudl es el error relativo?

Si un ano luz corresponde a unos 9,46 -
10" km, expresa el error absoluto del ejer-
cicio anterior en metros, utiliza la noto-
cién cientifica.

Medimos experimentalmente con una
técnica propia la distancia a una estre-
lla del sistemna solar y descubrimos que
es de 6 anos luz, cuando en realidad so-
bemos que es de 6,1 anos luz. Calcula el
error absoluto y el error relativo que he-
mMos cometido.

10.La distancia media entre Neptuno y el Sol

11.

es de 30,07 unidades astronémicas (UA).
Exprésala en kildmetros, utiliza la nota-
cién cientifica.

Halla el valor que se atribuye al didme-
tfro del Sol. Si realizamos una medida
experimental y cometemos un error re-
lativo del 1% por encima de la medida
encontrada en nuestras fuentes de in-
formacioén, qué medida habremos lle-
vado a cabo? Exprésala en kildmetros y
en anos luz.

12.Medimos la distancia entre el Sol y

un planeta, y obtenemos 0,000 60 UA,
cuando en realidad se sabe qgue la
distancia exacta es de 0,000 57 UA.
(1 UA = 1,496 - 108 km).

a. Calcula el error absoluto y el error rela-
fivo cometidos.

b. Expresa el error absolufo en kildmetros,
utiliza la notacion cientifica.
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D Notacidn cientifica

13.Calcula:

a. 720 103 + 0,05 10%- 0,72
b. (1,5-10* +50 - 10 ):7,5 - 102

14.Efectia las operaciones y expresa el re-
sulfado en notacién cientifica:

a.(3,2:10%+16-10°-5000-10°) + 0,62 - 10*°
b.(72-10* - 0,0012)-0,0000051

) intervalos

15.Escribe de forma simbdlica y representa
graficamente estos dos intervalos:

a. NUmeros reales mayores o iguales que
-6 y menores o iguales que - 3.

b. NUmeros reales mayores que - 2.

16.Calcula el infervalo comdn a cada una
de las siguientes parejas de intervalos:

a. (-6,2) y (-2, 3]
b. (-3,5] v (0, 3]
c. [0,6]y (1, 4]

d. [6,9) y[6,7]
e. [-5,-3) y (-4, -3]
f. (-11,1)y (0,1)

B Operaciones con polinomios

17. Disponemos del siguiente tapiz.

—Escribe la expresion algebraica de:

a. El drea total del tapiz
b. El &rea de color verde

c. El drea de color amairillo

18.Completa el siguienfe cuadrado magi-
co. La suma debe ser: 15x% + 3

2(x*-1)
5x2+ 1

(2x)? 4(2x2+1)

19.Reescribe las expresiones siguientes, usa
las identidades notables:

a. 9+ 6x+x*=(.+..)°

C. .24 .+ ..2=(2a-b)?

d. 9y 2+ 6yx+x2= (.t ..)?2
e.9-x*=( )(B.x)

f. 9y?2-4x?=

20. Dados los polinomios:

=33 _1x24x-3
A (x) SX 70% +x >
B(X)=5X4+105X—77

C®) =%X3—X—1

Realiza las siguientes operaciones:
a.A(x)-Bx)
b.A(x)-C(x) —x* B(x)
C[AX)+BX)]x+C(x)

B Factorizacién

21. Factoriza estos polinomios.

a. xX3*+x*-9x-9
b. 5x3 4+ 15x%- 65x - 195

c. 5x3+5x%—20x—20

d. 1m3-27p3
8 64



D Ecuaciones y sistema de
ecuaciones

22.Resuelve estas ecuaciones.

_2x-5_  4x-7. 2
o l-240° =x-"qg T5X

b. 3 (2x-1)- F(x-3) =3%-2

c.l(ﬁ -l> X_ 4 x-2
2 \aX 3)ty=1-"%
d 5+2x _ 1
3+4x 2
1. _l(_X-Z cx-1|_1_X
e3x[2 [x31 zﬂ 3} 1-X

23.Disponemos de vino de dos calidades di-
ferentes a precios de $ 0,35 /¢y $ 0,80/¢. Si
queremos obtener 200 ¢ de mezcla que
resulte a $ 0,50 /¢, ¢cudntos litros de cada
clase tfenemos que mezclar?

24.Al aumentar en 10 m los lados de un cuo-
drado obtenemos otro cuadrado cuya
superficie es 200 m? mayor. ;Cudles son
las dimensiones de los dos cuadrados?

25.Realizamos una prueba tipo test de 50
preguntas en la que las respuestas co-
rrectas sumaban 0,5 puntos y las no con-
testadas o incorrectas restaban 0,15. Si la
nota final fue de 15,25, ¢cudntas pregun-
tas se contestaron correctamente?

26.Se compran barriles de petrdleo a dos
grandes companias Ay B, que venden el
crudo a un precio de $105 el barrily $ 80
el barril respectivamente. Si compramos
2000 barriles y en total el precio medio del

barril resulta a $§ 95, ¢cudntos barriles se
han comprado a cada compania?

D Funciones y estadisticas

27.La grdfica siguiente muestra la altura del
agua en el pluvidmetro de la estacion
meteoroldgica durante un dia.

y
=P -
K
0 3 12 16 20 0%
Fiempofhofas)

Q

¢Durante qué horas estuvo lloviendo?

b. ¢(Durante qué horas llovié con mads
infensidad?

c. ¢Cudntos litros por metro cuadrado se
recogieron entre las 2 y las 6 h?

Nota: Una variacion de 1mm en el nivel
del agua equivale a 1 litro por me-
tro cuadrado.

28.Representa graficamente la funcién dada
por la siguiente tabla de valores.

Distancia en km (x) 1 2 3 4

Importe en ddlares (y) 38 46 54 62

a. Indica qué tipo de funcidn has represen-
tado.

b. Calcula la pendiente y la ordenada en
el origen.

29.Las estaturas de los dieciséis jugadores
de un equipo de futbol son:

1,79; 1,74; 1,83; 1,96; 1,75; 1,68; 1,70; 1,76;
1,78; 1,82; 1,90; 1,80; 1,65; 1,91; 1,86; 1,89.
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a. Agrupa esfos datos en cuatro intervalos
que vayan de 1,65 a 1,97, y elabora una
tabla de distribucion de frecuencias.

b. Representa |as frecuencias absolutas
en un histograma vy traza el poligono
de frecuencias.

30.La grafica representa la evolucion de los
beneficios obtenidos durante varios anos
por dos empresas punteras dentro del
mismo sector industrial.

(Qué beneficio medio anual correspon-
de a cada una de las empresas? ¢Cudl
es mas renfable?

Beneficios
A

bt Empresa B

I 1 >

Aho

’__‘_..-""
74 V7
i

31.Representa graficamente las siguientes
funciones afines.
a.y=x-6
b.y=-2x+1
C.y=3x+2

—Indica en cada una de ellas la pendiente
y la ordenada en el origen.

32.Di si las siguientes variables estadisticas
son cualitativas (ordinales o nominales) o
cuantitativas (discretas o continuas).

a. Ano de nacimiento

b. Opinidén sobre una determinada pe-
licula.

c. Peso de los estudiantes de una clase

d. Color de la camiseta

33.La siguiente tabla muestra el consumo
de gasolina de cierto vehiculo (en litros
cada 100 km), calculado en doscientas
ocasiones.

Intervalo  [6,7) | [7,8) [8,9) [9,10)  [10,11)

n 11 39 67 56 27

1

Determina manualmente la moda, la
mediana y la media aritmética de la dis-
fribucién de datos.

34.En una escuela se desea conocer el nivel
cultural de sus alumnos. Para ello, se reali-
za un test a cien estudiantes y se obtienen
estos datos.

Punfos = [0,10) | [10,20) | [20,30) | [20,30) @ [40,50)

n, 12 34 38 12 4
(Qué conclusiones pueden extraerse a
partir de estos datos?

—Justifica tu respuesta teniendo en cuen-
ta los pardmetros de centralizaciéon y de
dispersion.

35.En un lugar se mide la temperatura du-
rante quince dias y se obtienen estos vo-
lores (en °C):

13, 15,12, 17,18, 10, 18, 19, 22, 19, 16, 17, 18,
18, 18.

a. Construye la tabla de frecuencias.

b. Calcula todos los pardmetros estadisti-
COS que ya conoces.

36.Para estudiar la fiabilidad de dos tipos de
test de control de alcoholemiq, se efec-
tdan varias pruebas de cada uno de ellos
a una misma persona. Los resultados ob-
tenidos son:

Test A: —x = 0,09 mg/dly o = 0,02 mg/dI
Test B: —=x = 0,09 mg/dly o = 0,05 mg/dI

—iQué test es mas fiable? Justifica tu res-
puesta



E) Probabilidad y combinatoria

37.Indica si los siguientes experimentos son
aleatorios o deterministas, y explica por qué.

a. Repartir una mano de bridge y mirar
las cartas que nos han tocado.

b. Mezclar pinturas amarilla y azul, y ob-
servar gqué color obtenemos.

c. Determinar la presidén a la que se en-
contrard un submarinista a 25 m de
profundidad.

38.Escribe el espacio muestral de los experi-
mentos a continuacion.
a. Lanzar una moneda.
b. Lanzar dos monedas.

c. Lanzar un dado con forma de dode-
caedro.

d. Extraer una bola de una bolsa que con-
fiene cinco bolas numeradas del 1 al 5.

39.Cogemos una carta de la baraja espa-
nola. Indica los resultados favorables a
cada uno de los siguientes sucesos.
A: Obtener oros.
B: No obtener una figura.
C: Obtener un 5.
D: Obtener una figura que No sea un rey

—Indica el suceso contrario al suceso A.

40.Si lanzamos dos lados al aire, ¢qué suma tie-
ne mdas posibilidades de salir, par o impar?
¢{Qué suma tiene mds posibilidades 4 o 8?

41.En una bolsa con 10 bolas, 6 rojas y 4
blancas, calcula la probabilidad de los
siguienfes sucesos:

a. Sacar una bola roja

b. Sacar una bola amairilla

42.De una baraja de cartas se extraen dos
cartas, escribe dos sucesos equiprobao-
bles. (Qué combinacidn es mds proba-
ble: dos figuras o dos ases? (Por qué?
¢Cudl es la probabilidad en cada caso?

43.Al realizar una extraccién de una urna
con ndmeros del 1 al 20 se obtienen los
siguientes resultados:

1.1,2,6,8,10,3, 15,12, 20,12, 11, 12, 1, 7. 5,
4,2,1,2,9,1011,14,17,19,9. 8,19, 17, 16, 12,
12,1,19,2,5, 6,8, 12.

a. Escribe los resulfados anteriores en
una fabla.

b. Indica cudl o cudles son los resultados
mds probables.

c. ¢Hay algun resultado que no haya so-
lido en las extracciones?

d. Si realizdramos mds extracciones, ¢po-
demos asegurar gque no saldran?

44.En un candado de una cadena hay fres
ruedas: la primera con ndmeros del 0 al 9,
la segunda con nimeros del 0 al 4y la Ul-
tima del 0 al 2. {Cudntas combinaciones
puedes hacer? ;Cudl es la probabilidad
de acertar la combinacion?

45.En una carrera compiten solo tres corre-
dores, ¢de cudntas maneras posibles
pueden llegar a la meta?

46.Completa |la tabla siguiente con las
frecuencias absolutas y relativas del

experimento: ;
n )

23

0,19

0,20
17
100

Z oo o NN~ %

a. ¢Cudl es la probabilidad de sacar un 6?

b. ¢Y de sacar par?
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Noticias:
El 14 de marzo se celebra el Dia del Nimero Pi

El fisico Larry Shaw fue quien, en 1988, cred este
dia conmemorativo, gue en aguel entonces tuvo
su primera celebracién en el Museo Explorato-
rium de San Francisco, en California (EE. UU.),
donde Shaw trabajaba. El Dia Nacional de Pifue
reconocido por la Cdmara de Representantes
de los Estados Unidos en el ano 2009.

RPP noticias, 14/03/2012
http://links.edebe.com/ftikke

Peliculas:

En el cine hay diversas peliculas en las que el
ndmero adquiere protagonismo. Un ejemplo es
Cortina rasgada (Alfred Hitchcock, 1966), pero
enconfrards ofras referencias en el siguiente
enlace:

http://links.edebe.com/uita

Web:

En esta pdgina web encontrards diversas curiosi-
dades sobre el nimero:

http://links.edebe.com/4hypw

EN CONTEXTO:

1. Investiga en Internet sobre cudl ha sido la
evolucién de la cantidad de cifras conoci-
das del nimero w a lo largo de la historia.

2. Los nUmeros reales e y ¢ son tan conocidos
como el ndmero T. ¢ Qué tienen en comun?

—Busca en la Red alguna curiosidad sobre el nd-
mero e relacionada con el cdiculo financiero.
—¢En qué edificios de la Antigledad estd pre-

sente el nUmero ¢?

3. En el arficulo “A vueltas con pi” cuyo enlace
se incluye mds arriba (en el apartado Pelicu-
la), se cita un didlogo de la serie Person of
Interest sobre la infinitud de las cifras decima-
lesde
a. (Qué sabes sobre los numeros irraciona-

les y el nUmero?

b. ¢(Qué preguntas o inquietudes fe sugiere
gue en 1 estén incluidos todos los nime-
ros y fodas las palabras del mundo?
¢ Qué te gustaria investigar sobre el tema?
Ponga en comun sus respuestas en el gru-
po de clase y establezcan posibles estra-
fegias de investigacion.
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. CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

Ya conoces las operaciones de adicidon y multiplicacion en el conjunto de los nimeros ra-
cionales y fambién sus propiedades. En el caso de ndmeros irracionales, tomaremos aproxi-
maciones decimales de estos nimeros y operaremos con ellas. Es decir, las reduciremos a
operaciones con nimeros racionales.

Adicién de ndmeros reales Multiplicacién de nimeros reales

Para sumar dos nuimeros reales, sumamos las sucesi- | Para multiplicar dos ndmeros reales multiplicamos
vas aproximaciones decimales del mismo orden. las sucesivas aproximaciones decimales del mismo
orden.

V3=173205080.. ; \/8=282842712.. V6=2449 489 74..;  T=23141592 65..

17320 < V3 < 17321 24494 < 6 < 24495
" io824 < VB < 28285 x31415 < T < 31416
45604 < V3+V8 < 45606 76947901 < V6 T < 76953492
El nimero real suma de /3 +1/8 es: El nimero real suma de V6 * T es;
V3 +\/8 ~ 45605 V6 - T =7694795

Observa gque solo son correctas tres de las cuatro ci- | En este caso, solo podemos asegurar las dos primeras
fras decimales obtenidas al sumar las aproximacio- | cifras decimales del producto. Como en la adicidn, si
nes. Si queremos obtener la suma con un determina- | queremos obtener el producto con un determinado
do orden de aproximacidn, debemos tomar algin @ orden de aproximacién, debemos tomar algin orden
orden mds en los sumandos. mds en los factores.

M Tabla 1

1.1 Propiedades de los niumeros reales
Como la adicién y la multiplicacion de ndmeros reales consisten en sumar y multiplicar apro-
ximaciones decimales, que son nUmeros racionales, las propiedades en R son las mismas
que en Q.

Secumple:Va b, ceR

Adicién Multiplicacion

Y TAMBIEN:

Asociativa: Elemento neutro:

Sustraccién y division de nu-

meros reales

* La resta de dos nume-
ros reales la obtenemos
al sumar al minuendo el
opuesto del sustraendo.

a-b=a+(-b)

* El cociente de dos nimeros
reales lo obtenemos al mul-
fiplicar uno de ellos por el in-
verso del otfro (siempre que
éste sea diferente de cero).

1

y (b=0)

a_g,
b

a+(b+c)=(a+b)+c
Elemento neutro:
a+t0=0+a=a

Elemento opuesto:
a+(-a)=(a)+a=0

Conmurtativa:
a+b=b+a

al=1a=a

Asociativa:
a(bcg=(b)c

Elemento inverso:

1_1 __
a.g=4-as 1
Conmutativa:
a-b=b-a

Distributiva de la multiplicacion respecto de la adicién:
a(b+c)=ab+ac

M Tabla 2

Por cumplirse estas propiedades, decimos que el conjunto
R con las operaciones de adicion y multiplicacion tiene es-
fructura de cuerpo conmutativo.



1.2. Propiedades de orden de los nimeros reales

Hemos visto que los nimeros reales pueden representarse sobre la recta.

Esta representacion permite establecer un orden en el conjunto R.

Dados dos nimeros reales, a y b, decimos que a es menor que b
y escribimos a < b si, al representarlos sobre la recta real, a queda

situado a la izquierda de b..

El signo < se lee si, y sélo si,
y significa que las expresiones
que aparecen a ambos lo-

A partir de la relacion <, podemos definir las restantes dos son equivalentss.

relaciones: Andlogamente, podemos de-
finir la relacién de orden en
as<bea<boa=b a>beb<a a=beb<aob=a sentido contrario, es decir:
b > asila representacion de b
De estas definiciones deducimos las siguientes propiedades: en la recta estd a la derecha

deladeaosib-a>0.
* Propiedad reflexiva: a < a

* Propiedad antfisimétrica;a<byb<a<a=b

* Propiedad transitiva:a<byb<c—a<c

» Propiedad de ordentotal:a<bob<a

Por ultimo, enunciamos dos propiedades que tienen que ver con las operaciones y las des-

igualdades:

Si sumamos un mismo Nnumero a los dos miembros de una desigualdad, esta se mantiene:
siasbeazc<bz*c

Si se multiplican o dividimos los dos miembros de una desigualdad por un mismo ndmero
real, se mantiene el sentido de la desigualdad si el nimero es positivo, y se invierte el sentido
si es negativo:

sia<byce01c-a<c-b

sia<byce01c-a=c-b

PV

1. Representa graficamente de forma 4. Ordena los niimeros reales de cada par.
Stri bre | [ [ ] ~
geométrica sobre la recta real los a) -ﬁy- 1 o) Ty 314 LTl

nameros \/5,\7y V8 2

2. Representa graficamente sobre Ia 5. Representa sobre la recta real y ordena de menor a

recta real los nimeros siguientes: mayor los numeros siguientes:

e

-V3,2V5 -3V6 V2, %;0;3,1514;_ﬁ;n | 3

3. Al determinar el valor de 10 con la 6. Ordena de menor a mayor el valor numérico de las si- | °

calculadora obtenemos el siguiente guientes expresiones algebraicas six es un nimeroreal | °

ndmero: 3,16227766.... mayor que 1. | 8

. | <

Representa sobre la recta este nu- 2 5 xx-102:03 x ;.1 x:4x ! g
mero de manera aproximada. 9 |



1.3. Potenciacién de nimeros reales con exponente entero

Sabemos que el producto de varios nimeros racionales iguales puede expresarse como
una potencia de base racional.

3 G-

La potencia de base a, es un ndmero real y su exponente es un nimero natural n, la potencia es el pro-

ducto del nUmero a por si mismo, n veces.
at=a-a-a.. a
o

nveces

a® a-a-o-a-aa g
a®  a-aoaa

Pero, ¢qué sucede si el exponente de una potencia es 1? En tal caso no podemos aplicar
la definicidn de potencia, ya que no existen productos con un Unico factor. En este caso se
toma como valor de la potencia la propia base. Asi, por ejemplo, Tl = .

n+1
ﬂn=o] neN,aeR
a

Las operaciones con potencias de base real y exponente natural tienen las mismas propiedades que las
de base racional.

Consideremos seguidamente el caso en que el exponente sea un numero entero.

Las potencias de base real y exponente entero positivo son justamente las potencias de
base real y exponente natural. Pero ¢qué ocurre si el exponente es 0 0 un ndmero entero
negativo?

A las potencias de exponente 0 o un nUmero entero negativo las definimos de manera que
las propiedades de las potencias de exponente natural contfinden siendo validas, en parti-
cular la propiedad de la division de potencias de la misma base.

Potencias de exponente 0 Potencias de exponente negativo
e Consideramos la divisién m# : 4, * Consideramos la division 2 : b,
T p MMM 1 T
T T T | " nmememem mem Tl ¢
™t 0= e md n-2=l2
i
Si aplicdsemos la Si aplicdsemos la T
regla para dividit —3 p4-4= 0 regla para dividir- —» 8-5= 172
potencias potencias
3 La potencia de base nimero real a, a # 0, y ex- La pofencia de base nimero real a, a # 0, y ex-
% ponente 0 es igual a 1. ponenfe un ndmero entero negativo - es igual
> al inverso de la potencia de base a y exponen-
(o] 0 - e
° a’=1l.cona=0 te positivo.
CSL/

1

ant= a0

M Tabla 3
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1.4. Raiz enésima de un nimero real &J ___________

Si accedes a la pagina http://
www.josemariabea.com/in-
dex.php/tecnicasde-calcu-
lo-mental/5-raices-cuadradas,
encontrards  una  estrategia

I

1 1
Los radicales estan estrechamente relacionados con las | :
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 para calcular mentalmente
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

potencias. En este apartado veremos cémo se relacionan y
aprenderemos a trabajar con expresiones en las que apare-
cen radicales o potencias de exponente racional.

raices cuadradas de ndmeros
entre 1y 1 000. Observards que
el resulfado que obtienes es
aproximado, pero se va acer-
cando mds al resultado reall
cuanto mayor es el nimero.

Las raices cuadradas de un nimero real b son los nimeros reales +
ay-asiysolosi (+a)>=by (-a)* =b. Se expresa: b = + a.

Observa que b debe ser un ndmero real mayor o igual que
0, ya que es una potencia par de + ay de - a. De este modo:

Si el radicando es positivo... Si el radicando es negativo ...
Existen dos raices cuadradas que son dos ndmeros | No existe ninguna raiz cuadrada reall.

reales opuestos.
V25=+5 V3=2

M Tabla 4

También conviene observar que si b es un ndmero racional, su raiz cuadrada puede ser un
nUdmero racional o irracional.

Si el radicando es un racional cuadrado perfecto...  Si el radicando no es un racional cuadrado perfecto...

La raiz cuadrada es un nimero 9 3 La raiz cuadrada es un ndmero 2
racionall. 6 T4 irracional. 3

M Tabla 5

A las raices de indice diferente de 2 las definimos de forma parecida a las raices cuadradas.

Por ejemplo, el nimero 125 es el resultado de elevar al cubo el nimero 5. Asi, el nimero 5 es
la raiz cUbica de 125. Y el nUmero -125 es el resultado de elevar al cubo el niUmero -5. Asi, el
numero -5 es la raiz cUbica de -125.

b es la raiz enésima de a, es decir, b=\"/Z, siy solo si b” = a, donde a, b son reales y n es un natural
mayor que 1

v_es el signo radical.
bz\"/; n es el indice del radical.

a es el radicando.

b es la raiz.

7. Senala en cudles de las fracciones siguientes el numerador y el denominador son cuadrados

>
(2}
perfectos. <.
125. 9. 99,16, 111 .169 .
476 35 25 38" 8 !
|
|

a. Escribe las raices cuadradas de todas las fracciones.

o
2
S

5

b. Clasifica las raices obtenidas en ndmeros racionales y ndmeros irracionales.



1.5. Radicales, signos y radicales semejantes

Signo de la raiz

Para averiguar cudl serd el signo de la raiz, observaremos el signo del radicando vy la pari-
dad del indice. Fijate en la siguiente tabla:

Raiz {/343=7 V-343-7 - 22 e
Paridad del indice Impar Impar Par Par
Signo del radicando + - + -
NUmero de raices Una (positiva) Una (negativa) Dos (positiva y negativa) No fiene
M Tabla 6
-~ ‘ .
[g ___________ . Podemos concluir:

* Si el indice es impar, la raiz tiene el mismo signo que el
radicando.

Si accedes a la pdgina http://
descartes.cnice.mec.es/
edad/4esomatematicasB/
radicales/quincena2_con-
tenidos_1f.ntm, podrds com-
probar, mediante diferentes
ejemplos, si dos radicales son
semejantes o no.

* Si el indice es par y el radicando es positivo, existen dos
raices gque son dos numeros reales opuestos.

* Si el indice es par y el radicando es negativo, no existe
ninguna raiz real.

Expresiones radicales semejantes

Observa el resulfado de la siguiente suma: V5 +/5 +/5 +/5= 4 .\/5

El nUmero 4 es el coeficiente. En general, en una expresion de la forma a VB llamamos coe-
ficienfe al nUmero a que multiplica al radical.

Observa las expresiones siguientes: 3 - V5, 2 V5, -V5,12 - V5. En fodos los casos tenemos un
coeficiente que multiplica a un mismo radical.

n n o .
Dos expresiones radicales de la forma a \/B y C -\/Bson semejantes si fienen el mismo indice y
el mismo radicando.

8. Indica el signo de las raices de estos nimeros reales y efectldalas si es posible.
1T 4/ 11 3/ 27 3/ 3 /108 3/ 111 4/ 625 1052 s5/1
Vs Vis 'V ea V2a V172'V 333"V 81 "Va4208 V2
9. Agrupa las expresiones radicales semejantes.

a2 -25.6\/5:713.-6\2 |
|
|
|

S |

ALY

0
0
o}
3

ko)
o
ol
0}
3
2
o}

o

Q
o

(a8

I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
\




1.6. Operaciones con radicales

Podemos multiplicar, dividir, elevar a una potencia o extraer la raiz de cualquier radical. Sin
embargo, para sumar o restar dos radicales, estos deben ser semejantes.
Suma y resta de radicales

La suma o resta de radicales semejantes es otfro radical semejante a los dados, cuyo
coeficiente es igual a la suma o resta de los coeficientes de los radicales sumandos.

aVb+cb= (a+c)-%

—————— e =

Calcula:

a. -/2+3/2-4/2+8\/2

b. 2/5-6/3+8/5-3/3-4/3

c. 1[7-8/7+9/7

Desarrollo:

a. -\V2+3y2-4\2+8\2=(-1+3-4+8)-/2=6\/2

b. 7V5-6/3+8/5-3/3-4/3=(7+8) 5+ (6-3-4) \/3=15/5-13\/3
c. 12V7-87+97=(12-8+9)-\/7=13\/7

Multiplicacién de radicales

El producto de radicales del mismo indice es igual a otfro radical con igual indice cuyo coe-
ficiente y cuyo radicando son iguales, respectivamente, a los productos de los coeficientes y
los radicandos de los factores.

aVb-cVd =a-cib-d
Divisiéon de radicales

El cociente de dos radicales del mismo indice es igual a otro radical con igual indice cuyo
coeficiente y cuyo radicando son iguales, respectivamente, al cociente de los coeficientes y
los radicandos de los radicales dividendo y divisor.

__ﬁ
CVE C d

A
| >
i 10. Efectda. 11. Expresa como la raiz de un cociente: Q
|
L a -27+5Y7-8/7+3V7-5V7+ 77 V22 \a s \i2a
| . . .

' 6 2b V16 3
N S & \2b \hec  \Ba
! 3/2 6\2

:

|

{

c. 5\11-317-4\11-9/11 +8\17

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Calcula.
5y/3 6\/5 - 6\/5
0217 o, NI

Solucién:

o.zﬁv 3=2.7-/1.3 =14-ﬁ
4 4 4

Potencia de un radical

La potencia de un radical es igual a ofro radical cuyo coeficiente y cuyo radicando estdn
elevados a dicha potfencia.

(aib)"=a"-b"

Raiz de un radical

La raiz de un radical es otro radical cuyo radicando es el mismo y cuyo indice es el pro-
ducto de los indices de las raices.

m v;= men 2

_______________________________________________________________________________ \\
Calcula. | Solucién: |
| |
| |
a. @7y . @TP=25- (T =2V T :
| |
| |
|
0. /128 b, Va8 -7 {28 - 8 |
| |
| |
3 I _2.27 _4 I
c.W3 - c W3=2%3=43 E
//

12. Di si son ciertas o falsas las siguientes igualdades: 13. Calcula.

o Voa-y2-a . V&2 s (6 2] s

b. %=/%7 e. @=3

Prohibida su reproduccion
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1.7. Operaciones combinadas

También podemos encontrar series de operaciones combinadas en las que aparezcan ro-
dicales. Para resolverlas tendremos en cuenta el orden de prioridad de las operaciones que
ya CONOCES.

Calcula.

a \23-4\6)=3\/2-4/2/5-3\/2- 410

Aplicamos la propiedad distributiva.

b. 2+3\2)- (6-2-2(5-/2)+3\2(5-\2)-2-5-2/2+3-5/2-3\2\2
=10-2/2+15\2-6=4+13\/2

Agrupamos términos semejantes.

c. @H3Y=@+/3) @+H=2@+/H+/3@+/3=4+23+2/3+[33=4+4/3+3=7+43
d 62 (62 =662 +\2(6-2)=36-6\2+6\2-/2/2-36-2-34 )

Observa que el ultimo resultado no tiene radicales. Esto se debe a que es el producto de la
suma de dos nuimeros por su diferencia, que da como resultado la diferencia de los cuadra-
dos: (a+b) (a-b) =aZ-b2. Y esto, en el caso de una raiz cuadrada, conlleva la eliminacién
de la raiz. También se podia haber resuelto de esta manera:

6+V2) (6-V2)=6"-(J2Y=36-2=34

Decimos que una suma de radicales y su diferencia son ex-
presiones conjugadas.

. L. , , La expresién conjugada de
Asi, a +b es la expresion conjugada de a - by, reciprocamen-

te, a - b es la expresion conjugada de a + b. Va+\b esa -\b

Al multiplicar dos expresiones conjugadas desaparecen las
raices cuadradas que pudieran existir.

(Ja#B)-(fa-yB)=a-b

14. Efectia.

o @B b (3 702 d. \6:@3+\5)

15. Calcula.

a. (w2 o, (Vo-5) o (ioi7)- (0w 7)) a (/1) () B
16. Escribe la expresion conjugada de cada una de estas expresiones: i
2+J3_;3—5ﬁ;1—ﬁ,v3_—5 i

|

|

|

\ —Multiplica cada expresion por su conjugada.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Entre dos nimeros racionales
cualesquiera hay infinitos nU-
meros racionales.

Cuando un conjunto cumple
esta propiedad, decimos que
es denso.

Propiedades de las opera-
ciones con potencias de ex-
ponente entero
e Multiplicacién de poten-
cias de la misma base
am, gh= am+n
* Divisibn de potencias de
la misma base
am:al=amn" (a>0)
® Potencia de un producto
(a.b)r=an.b"
® Potencia de una potencia

(am)n = gmn

1.8. Potenciaciéon de nimeros reales con
exponente racional

A las potencias de exponente racional las definimos me-
diante radicales del modo siguiente.

La potencia de base un nimero real a y de exponente un
ndmero racional m/n se define como la raiz de indice n y
radicando am,

Asi, observamos que los radicales pueden expresarse cComo
potencias de exponente racional y viceversa. En los siguien-
tes ejemplos, aprenderemos coémo se fransforman mutuo-
mente unos en ofros.

Expresa como potencias de exponente racional.

/
I
|
4
o B
|
|
| Apliguemos la definicién.
|
| 4
1 7 4
o -z SR EVEEL
|

e e e e e — ——— — — — —— — — =

Apliguemos la definicién.

1 2
a. 1244 =124 b. (.%>3= 3 <%> _s/

Alas potencias de exponente racional las definimos de manera que las propiedades de las
potencias de exponente entero continden siendo validas. Asi, para operar con potencias de
exponente racional, aplicaremos las propiedades que se recogen al margen. Fijate en el

ejemplo siguiente.

e e

Calcula:

e

. (2+o)3-(2+c1)%-(2+o)

Q

b. (-4-2/3 )% L (-4-2/3 )%

L (9.a-b2)"

9]

1 3 19
a. (2+a)y - (2+a) - (2+a)z=(2+ay T 2 =(2+a)?

3 .3 3 3 6

3 3
L (9-a-b)T =T .a

o o
n
s

1
N
<l
~—
N|w
N
5
)
<)
~—
w|—
I
n
5
1
N
&)
~—
N[99
1
w|—
Il
0N
5
1
N
&
~—
o~

Ejemplo 6



Las potfencias de exponente racional y negativo pueden
tfransformarse en potencias de exponente positivo, como en
el caso de potencias de exponente entero. Para ello, tendre-
Mos en cuenta que una potencia de exponente negativo es
igual al inverso de la potencia de la misma base con expo-
nente positivo.

1
a  ="m
T

a

m
n

Fijate en coémo expresamos con exponente positivo estas
potencias:

_5 5
6

1
= | : 3 1 41°
$°=—T [Z —g&]

53

El siguiente cuadro, recoge las propiedades de las opera-
ciones con potencias de base real y exponente racional, a
las cuales anadimos esta dltima, relativa a las potencias de
exponente negativo

Una potencia de base real y
exponente entero negativo es
igual al inverso de la potencia
de la misma base con expo-
nente positivo.

La potenciaciéon y la radica-
cidén son operaciones inversas.

fa’=a

Lo cual podemos demostrar
al aplicar las propiedades de
las operaciones con poten-
cias de exponente racional.

Potencias de base real y expo-
nente racional

m » m, P il Para el cdlculo de la raiz cdbica.
ah-ad=a" 1 L
&l Para el cdlculo de cualquier raiz de indice x.
m p m_ p -
n.,0=,0 ¢
a- -a a (cona#0) Asi, para calcular V144 efectuamos: n . . . = m
b

Las teclas para el cdlculo de raices suelen ser:
Para el cdlculo de la raiz cuadradal.

Para calcular /125 : nﬂﬂﬂ E
v, para caleular 1245 - 2 [EN IEl E& HHI 2 19436 19'

m m m
(a@a-b)yr=a®-b"
m : 1. Halla con tu calculadora: 1245; Y64;1/1 250 /654
yn—_ 1
a % 2. Utiliza la calculadora para hallar:
d

0
=8 .
lz =
]
Q
5|5
als

M Tabla 7

\576;3/75: \124; 31250 ; 3/81:]: /;:52:3/5‘—2

S

17. Di cudles de las siguientes igualdades son ciertas y cudles no:

|

|

|

i a (-3+2ﬁ)%=+ c. (-6-a)y
L 3 +2\/7) |

|

i 5 1 4 1 aa
: b,(25'0'b3)4=— da? g3¥3=qg4 3
'\ (25-a- b

¥ =[c6- ]

-1
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La tfransformacion de raices en potencias puede ser muy Util a la hora de efectuar operacio-
nes con radicales. A estas la podemos resolver por los procedimientos ya vistos al estudiar las
operaciones con radicales o bien, transformando los radicales en potencias de exponente
racional y aplicando sus propiedades.

Comprobemos estas dos formas de proceder en el siguiente ejemplo.

Resolvamos:
V3 -5

Primera resolucién

Apliquemos las propiedades de las operacio-
nes radicales.

Apliquemos los radicales semejantes.

5 1w
3 Vs Y@ V2
=3.5.l=E

2 2

Segunda resolucién

Apliquemos las propiedades de las operacio-
nes con potencias.

4 _ R
@JETS =3%5%3§]232554=

&
N

1 5 1 3

- 3%,3?, 54 5'7, 5. 2§=

Apliguemos las potencias de la misma base.

18. Expresa en forma de radical. A continuacién, di cudles son semejantes.

(B)5 147 (7)F ;9% 257 :4.9%,2 (:3)F

19. El nUmero SL
2
presa de la misma forma:
1

1

puede expresarse en forma de potencia de exponente negativo como 2°, Ex-

20. Expresa en forma de una sola potencia:

L1 12
35,5\)/5,%,3\/6,

ts

S



1.9. Intervalos de numeros reales

Puesto que el conjunto de los nimeros reales estd ordenado,

podemos hablar de los nimeros reales comprendidos entre
dos numeros reales determinados. Estos nimeros se corres-
ponden con un segmento de la recta real y constituyen lo

que denominamos un intervalo.

Segun confengan o no los exiremos, se fienen los siguientes

tipos:

Cerrado

El intervalo cerrado de extre-
mos ay b, a<b, es el conjunto
de todos los reales compren-
didos entre a y b, incluidos los
extfremos.

Se representa por [a, b].

[a,b]={xeR|a<x<b}

La distancia entre los extremos a y b y, en general, la distancia entre dos nimeros reales a y

Intervalos

Abierto

El intervalo abierto de extre-
mos ay b, a <b, es el conjunto
de todos los ndmeros reales
comprendidos entre a y b, ex-
cluidos los extremos.

Se representa por (a, b).

—O———
a b

(a,b)={xeRja<x<b}

El intervalos semiabierto de extremos ay b, a < b,
es el conjunto de todos los nimeros reales com-
prendidos entre a y b y que contiene solamente

Y TAMBIEN:

El simbolo @ indica el extremo
contenido por el infervalo y el
simbolo 0, el no contenido.

Semiabierto

uno de los extremos.

Se representa por (a, b] o [a, b) , segun el extremo

que confenga sea el derecho o el izquierdo.

O ————

a

(a,b]={xeR|la<x< b}[ab)={xeRla<x<b}

b es el valor absoluto de su diferencia: d (a, b) = |a-b|

Asi, la distancia entre -4y 5es:d (-4,5) =|-4-5|=]-9| =9

Intervalos infinitos

A los intervalos que en uno de sus extremos tienen el simbolo
oo |0s llamamos intervalos infinitos, y los correspondemaos con
semirrectas de la recta real.

Infervalo
(a, + ) ={xeR|x>a}
[a, + ©) ={xeR|x > a}
(-0,a) ={xeR|x < a}

(-0,a] ={xeR|x < a}

M Tabla 9

Representacion

-0 O » +
a

- © ® » + oo
a

- oo < O +
a

-0 < ® + o

b a b

M Tabla 8

Y TAMBIEN:

El simbolo +co (Mmds  infinito)
no representa Ningdn ndmero
real. Lo utilizamos para indicar
un valor mayor que cualquier
ndmero real.

De la mismma manera, al sim-
bolo -co (menos infinito) lo uti-
lizamos para indicar un valor
menor que cualquier ndmero
redl.

Observa que si los dos extremos son infinitos obtenemos la recta real: (- o, +00) = R

Prohibida su reproduccion



1.10. Operaciones con intervalos, unién e interseccioén

Como los infervalos en la recta real son conjuntos de nimeros, las operaciones entre ellos se
realizan aplicando los mismos procedimientos de operaciones entre conjuntos: unidn, inter-
seccion, diferencia, diferencia simétrica, complemento, leyes de Morgan, efc. Los resulfados
de las operaciones con intervalos se pueden expresar en notacion de intervalo, en notaciéon
de conjuntfo o graficamente.

d “‘\ e - . s -
Y TAMBIEN: Unién e interseccidn de intervalos
Unién e i“'?’s‘:c‘:“"" de Puesto que los intervalos son conjuntos de nimeros, podemos
conjunios

utilizar los simbolos U y N para expresar el conjunto formado

* Llamamos union de dos con por varios infervalos (U) o el conjunto de los punfos que son

junfos A y B, y escribimos A U

B, al conjunto formado por los comunes a varios infervalos (N). Veamos un ejemplo.
elementos que pertenecencA
oaB. s

Dados los conjuntos A={x R /x<4}yB={x€eR/x>-2},
escribimos los infervalos correspondientes a estos conjuntos y ex-
presamos, mediante intervalos, AU B,ANB,B—-{1}yAnB—{1}.

A UB = {x| xeA o xeB}

e Llamamos inferseccion de dos
conjuntos A y B, y escribimos A

Ejemplo 9

N B, al conjunto formado por Tenemos:
los elementos que pertenecen od ) ) ) ) ) ) ) ) O+ oo
aAyaB. A= (-0, 4) S 4 3 2 a4 0o 1 2 3 2
A NB= {x| xeAy xeB} B=(-2, +0) - oo €——i—0 ) ) ) ) ) ) >+ oo
4 3 2 a4 o 1 2 & 4

Lliamamos diferencia de dos
conjuntos A y B, y escribimos
A - B o A\ B, al conjunto for-
mado por los elementos de A
que no pertenecen B.

A\ B = {x| xeA y x¢B}

Los intervalos pedidos son, respectivamente:

AUB= (-0,4) U (-2, +0) = (-0, 0) =R

- co« + + t + + t f P+ co
2 o 1 2 3 4

ANB= (-0,4)N (-2, +0) = xER|-2<x<4}=(-2,4) =E,1)

A-B= {x| xeAy x¢B}

Ejemplo:
SiA={1,2,3}y B= (24,6} "o D >t
erionees B-{1} = (-2, + ) - (1 = (2, 1) U (1, +)
{13 =(-2,+0)-{1}=(-2,D) U (1, +oo
AUB= {1,2,3,4,6}
ANB={2} - 00 O — P+
2 -1 0 1 2 3 4
A-B={1,3}0A\B={1,3}
) ANB-{1} =249 -{}=(2 DU 4= E*D)
* Llamamos conjunfo vacio a
aqguel que notiene elementos. Lo - cod O . } p—O———P>+ 0
represenfamos con el simbolo @. \ 2 a 0 1 2 3 4
y
| >
! 21. Ordena de menor a mayor los siguienfes nU- 23, Expresa los intervalos que corresponden a
. ! meros: estos graficos:
kel
g | ERT % 2 on 3 -Halla AUB,AUC,BUC.ANB,ANCBNC
o |
o} I A 4 o
° | 22.Escribe el conjunto de nUmeros reales que 6 5 4 3 5 1 0 1 92 3.4 5 6 3
é | corresponden a cada uno de los siguientes B |
0 ) . . H—— = »
% i intervalos y represéntalos: 6 5 4 3 9 1 0 1 92 3.4 5 6 7 i
a I
! (-2, 3); (0, 5]; < oo,%]; [3l 21] (4, + ) " e :
6 5 4 3 2 9 0 1 2 3 4 5 6 7 |



1.11. Operaciones con intervalos, diferencia y complemento

La operacidn diferencia de dos intervalos es otro intervalo que contiene los elementos que
pertenecen al primero pero NO al segundo. Grdficamente, a la solucidn la enconframos
localizando los intervalos en una recta real y resalfando el primero con lineas inclinadas en
un sentido y el segundo con lineas en sentido contrario. Elintervalo solucién (1) corresponde

a la parte «rayada» con la inclinacién del primero.

e

' SiA=(-1;4] y B=(2;5). Calculaomos A - B A-B

| SIA=(L4]yB=(25) o AB o

| A O O
|

; L ,
\ -1 2 4 5

e

Calculemos el | de: A - B (Leemos A diferencia B), siy A = [-3,6] yB=(0,4)

[ A 5 @
2 1 0 1 2 3 4 5 6

Con rayas inclinadas como el primero estd de -3 y de 4 a 6; por lo tanto, estos son los intervalos solucion.
Los limites deben pertenecer al primero: -3€A, 0€A, 4 €Ay 6€A, | en notacion de intervalo: [-3;0] U [4;6]

I

|

|

|

|

|

_ VA ; /7 VAR R )

| - ST A A v S v i i =1=1=17=77®
. 3

|

|

|

|

La operacién complemento de un intervalo es otro intervalo que contiene los elementos que
le faltan para completar el conjunto universal, que en este caso es la recta real. Graficamen-
te, a la soluciéon lo encontramos al localizar el infervalo en una recta real y resaltar los fal-
tantes con lineas en el mismo sentido. El intervalo solucién corresponde a la parte «rayadan.

e

A’ A’
<O o—>
e—O

I i I
-3 2

+ oo

|

i 24. Calcula:

i Q. (-0, 3) = (-7-4) c.(-1;0)-(23) e (-6,.8)U (2,9 g.[-3.7) N (-2, 8)
|

i b.(-2,2]-(1,6) d. (=0;2) - [1; 3] f.[-3.2] N(3, 8) h. (-4, 4] U (-0, 1)
i 25.8ea A =[-3, 10) y B = (-1, 12], halla:

'\ a.AUB b.ANB c.A-B d.B-A e A -B f.B"-A

o
o
o
£
o
[Ty
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1.12. Valor absoluto y distancia

La distancia aproximada ,

de la Tierra a la Luna es de Todo numero real a lleva asociado una magnitud que indi-
384 400 km, por lo cual la luz ca la amplitud del intervalo que tiene como extremos 0y a.
tarda en rebotar de la luna
a la fierra un segundo apro-
ximadamente. La velocidad
de la luz en el vacio es de
300 000 km/s.

El valor absoluto de a es igual al propio valor a si este es positivo, o
a su opuesto, - a, si es negativo. Lo escribimos |a].
El valor absoluto de 4y - 4, por ejemplo, es 4.
Podemos extender el concepto de valor absoluto para de-

finir la distancia entre dos nUmeros reales a y b cual quiera:

La distancia entre a y b es el valor absoluto de la diferencia entre
ambos ndmeros: d (a, b) = |b — aj.

Por lo tanto, d (a, b) es la amplitud de un intervalo de extremos a y b, mientras que el valor
absoluto de un ndmero corresponde a su distancia al ndmero 0.

Por ejemplo, la distancia entre -3y 5 es:
d(-3,5)=[5-(-3)|=|5+3|=8

Propiedades del valor absoluto

* Los nUmeros opuestos tienen igual valor absoluto. |a| = |—al.
|5 =1-5]=5
* El valor absoluto de un producto es igual al producto de los valores absolutos de los fac-
tores. |a - b| = |a| -|b].
| (-3)-5]=1(3)]- 5]
[=15] = [3] - |5]
15=15

* El valor absoluto de una suma es menor o igual que la suma de los valores absolutos de
los sumandos. |a + b| < |a| + |b|.
(_i> 1
4 4

INEIHWET IR

2

IA

+

7
4

26. Escribe de forma simbdlica y representa grafica- 27, Halla el valor absoluto vy la distancia entre:

mente estos intervalos: 7
a=\2 yb=- 5

! >
i o
i <
| [}
| a. {x| x<£2}

| b. {X|-1<x<5}

F S |



2. LOGARITMOS

Seguramente habrds oido hablar de una propiedad de las sustan-
cias llamada pH.

Si una sustancia fiene pH igual a 7 decimos que es neutrq, si su pH es
mayor que 7 decimos que tiene cardcter bdsico y si es menor que 7,
cardcter dcido.

Al pH definimos como el negativo del logaritmo de la concentracion
de iones hidrégeno, cambiado de signo. El hidrédgeno es un fipo de
dafomo; la concentracion es la cantidad que existe en un volumen de
disolucién, pero, ¢qué es el logaritmo?

El logaritmo es un concepto matemdtico relacionado con las
potencias.

Observa esta tabla. Si fenemos la base y el exponente de una po-
tencia, podemos calcular rdpidamente el valor de dicha potencia.

Base Exponente (a) Potencia (x)
10 1 10
10 2 100
10 3 1000
10 0 1
10 -1 0,1
10 2 0,01

M Tabla 10

Sin embargo, en determinados cdlculos con potencias, lo que nos interesa conocer es el

Y TAMBIEN:

El concepto de pH aparece
en diferentes productos. Por
ejemplo, se acepta que para
que el agua de una piscina
sea apta para el bano, debe
poseer un pH comprendido
entre 7, 2y 7, 4; un limpiador
fiene pH bdsico; el jugo de
una fruta pH d&cido...

pH = - log [H]

Y TAMBIEN:

Los logaritmos de base 10
tfambién reciben el nombre
de logaritmos decimales.

El logaritmo decimal de x, log x,
es el nimero al que debemos
elevar 10 para que nos dé x.

10°=x<logx=a

exponente al que hay que elevar la base para obtener la potencia.

Lliamamos logaritmo en base 10 de un numero real x a ofro ndmero real a de manera que 10°=x. Lo

expresamos como log,  x = a, o simplemente log x = a.
Asi:
¢ Puesto que 10% = 100, se tiene log 100 = 2.
* Puesto que 101 = 0,1, se tiene log 0,1 = -1.

Observa que el logaritmo de una potencia de base 10 es igual al exponente de la potencia:

10 =x<logx=a

X 10 100 1 000 1 0.1 0.01
1 2 3 0 -1 -2
log x puesto que puesto que puesto que puesto que puesto que puesto que
10'=10 102 = 100 10°=1000 10°=1 10"=0,1 102 =0,01
M Tabla 11 _
; 4
i 28. Calcula, aplicando la definicion, los siguientes logaritmos.
i a. log 10000 ; b. log 10; c. log 10% d. log 0,0001; e. log 1 000 000
|
\

—Comprueba que estos resultados son iguales a los que obtienes ufilizando la calculadora.

Prohibida su reproduccion
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Para calcular log 9:

— Introducimos el nUmero 9y
pulsamos la tecla m

1 [ [

El nimero 0,954 2425 que apao-
\ rece en pantalla es el log 9. h

~

2.1. Cdlculo de logaritmos

Veamos cémo puede calcularse el logaritmo de un nimero
que no es potencia de 10; por ejemplo, log 9.

10°=9<log9=a

Puesto que 9 no es una potencia de 10, no podemos calcu-
lar de forma inmediata su logaritmo. Asi pues, obtendremos
el resultado por ensayo-error, mediante tablas de logaritmos,
o bien al utilizar una calculadora.

* Las fablas de logaritmos son tablas que permiten calcular el valor de cualquier logaritmo con
una cierta precision. Consisten en varias filas y columnas de nimeros que expresan la parte
decimal del logaritmo o mantisa. Su uso era habitual anos atrds, anfes de que se extendiera el
uso de la calculadora cientifica. Hoy en dia, han quedado en desuso.

* Actualmente, el sistema mds empleado para calcular logaritmos es la calculadora cientifica,
gue nos permite calcular log 9 de una manera répida.

log 9 = 0.954242..

2.2 Propiedades de los logaritmos

Los logaritmos presentan una serie de propiedades que podemos deducir de su definicion.

Fijate en la tabla siguiente.

Logaritmo de un producto

El logaritmo del producto de dos nimeros reales x e y
es igual a la suma de los logaritmos de dichos ndmeros.
log (x: y) =logx +logy

Demostracion
Sean avy b los logaritmos de x ey, respectivamente
logx=a;logy=Db
Por la definicién de logaritmo, tenemos que:
logx=ao©x=10%logy=b e y=10°
x y=10* 10°=10*"*=
=log(x'y)=a+b=logx+logy

Logaritmo de una potencia

El logaritmo de la potencia de base el nUmero real x
y exponente el nimero real y es igual al exponente
multiplicado por el logaritmo de la base.
logxy =y logx

Demostracion
Sean a =logx
Por definicidn de logaritmo, tenemos que 102 = x.
De aqui deducimos:

X' = (10)Y=10¥ = logx*=a- y=y- logx

Logaritmo de un cociente

El logarifmo del cociente de dos nUmeros reales x e y es
igual a la diferencia de los logaritmos de dichos nimeros.

log (%) =logx-logy
Demostracion
Sean ay b los logaritmos de x e y, respectivamente.
logx=a;logy=Db
Por la definicién de logaritmo, tenemos que:
logx=a©x=10%logy=b e y=10°
%= 102® :log(%>= a-b=logx-logy

Logaritmo de un cociente

El logaritmo de una raiz es igual al cociente entre el
logaritmo del radicando y el indice de la raiz.

log VX = _1°§ X

Demostracion
1

. n o .
Observa gque si expresamos VX como xn y aplica-
mos la propiedad anterior, obtenemos:
log x
n

1
log /X =logx™ =1 logx=

n

M Tabla 12



Las propiedades de los logaritmos nos permiten escribir el lo- Y TAMB"?NZ
garitmo de una expresidn como sumas y restas de logaritmos.

Generalizacién de las
Sepamos con un ejemplo cdémo hacerlo. propiedades

——————————————————————————————————————————————————— Las propiedades de los logo-
ritmos son igualmente vdlidas
si utilizamos una base distinta
de 10.

Para una base b (b>0,b=1),
las propiedades que hemos
visto se escriben:

3
log(7éx> =3 log 7éX =3 [log(7 - x) - log 6]

=3 (log 7 + log x - log 6)

! * log, (x" y) =log,x +logy

. oo ()=
2.3. Logaritmos en bases distintas de 10 log, (y) = logx +log,y

. . . . ° Y =
Es posible calcular logaritmos que no sean decimales. Asf, log,x' =y log,x

podemos plantearnos a qué pofencia hemos de elevar 2 e log IV; _ logx
para obtener 8; es decir, cudl es el logaritmo en base 2 de 8. ’ n

log,8 =7

Y TAMBIEN:

La respuesta serd 3, porque 22 = 8.

Podemos cambiar la base de
los logaritmos utilizando la si-
guiente propiedad:

log, x

log, c

Podemos definir el logaritmo en cualquier base posifiva b
diferente de 10 de un ndmero real x como otro ndmero real
atal que:
log x =
b*=xelogx=a
Asi, si sabemos que log, 5 =

——————————————————————————————————————————————————— N 0,699 y log, ;3 = 0,477, pode-
\ .
< log464 — 343 =64 i mos calcular log,5:
L) ) | log & = log,, 5
Bl 10g.0,04 =-2 & 52 =0,04 : 8> Tog,, 3
GE’ log 16 807 =5 < 7°=16 807 i 0,699 _ 1465
i | ) T 0477 ¢
|
i 29. Expresa como sumas y restas de logaritmos.
|
|
. 27a 5X ?
I a. log c. log (1OX ]
| _ e lo E—
| b 7-X g 9y
|
|
: b. log 3 5 d. log 27 8x i
| ' X ' V152 f. log, /=~ : :
| | 0
| ! 3
| S
| 30.Siloga=3ylogb = 4, calcula: ! 8
| | 9]
| [ 5
! a. log (a-b) c. log a? : :
| i 2
i b. log & d. logb i &
\
N |
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3. OPERACIONES CON POLINOMIOS

A la derecha hay representadas fres figuras geométricas
de altura x; un cuadrado, un fridngulo y un rectdngulo.
EL drea de cada una de ellas podemos expresarla de la
siguiente manera:

Y el drea total serd la suma de las fres dreas. A total = x> + x+ 4 x = x> + 5x

le— x —>| I 2l e— 4 —

B figura 1

La expresidn algebraica que hemos obtenido, x? + 5x, recibe el nombre de polinomio.
Definicién de polinomio

Un polinomio en una variable x es una expresién algebraica que puede reducirse a la forma

ax"ta x"'+..+ax+a,enlaquea,a ,..,a,a,son ndmeros realesy n es un nimero natural.

Veamos algunas caracteristicas del polinomio que hemos obtenido.

Monomio ¢ El polinomio A(x) = x* + 5x', es de grado 2, puesto que este es
Un monomio es una expre- el mayor de los grados de sus términos, entendiendose grado
sidn algebraica que consta al exponenTe de la variable x.
de una variable literal, con un
exponente natural, multiplico- I El grado de un polinomio es el mayor de los grados de sus términos.
do por un coeficiente numéri-
co (ndmero real). « En caso de que la altura de las figuras sea x = 2metros, po-
variable literal demos calcular facilmente la suma de las dareas. Para ello,
3 basta sustituir este valor de la x en la expresion polindmica
—5 X \ A(x) = x? 4+ 5x y operar.
Exponente A(2m)=02m)>+5-(2m) =4m? + 10m?= 14m?
Coeficiente

. Asi pues, si la alfura es 2m, la suma de las dreas es de 14 m?.
numerico

El valor numérico del polinomio P(x) para x = a es el nUmero que se obtiene al sustituir la indeterminada
X por el nimero a y efectuar las operaciones indicadas. Se representa por P (a).

Después de sumar las areas, hemos agrupado y reducido los términos semejantes y hemos
ordenado los términos resultantes de mayor a menor. Asi pues, decimos que el polinomio
A(x) = x* + 5x estd ordenado y reducido.

* Elpolinomio A(x) = x*+ 5x carece de término independiente (de grado 0). Al no fener términos
de cada uno de los grados menor o igual que 2, decimos que el polinomio es incompleto.

31. Escribe el grado y el término independiente 33, Reduce y ordena estos polinomios:
de cada uno de los siguientfes polinomios:

a. P(x)=6x*-11x?-3x%+3-8x%+3x3
b, QX)=3x3+12x?-2x3+6-3x +2x
C. R(X)=2x*-4x +4x3- 8 +2x%-4x

32. Calcula el valor numérico del polinomio P(x) —A continuacién, indica si son completos !
parax =2y el de Q(x) para x = -3. o incompletos. |

a. P(x)=2x*-2x3-3x2+7
b. Q(x) =-x3+5x?-3x + 1



3.1 Suma, resta y multiplicacién de polinomios

Observa el siguiente cuadro y recuerda coémo se efectian la suma, la resta y la multiplico-

cién de polinomios.

Suma de polinomios

Procedimiento

Para sumar dos polinomios, sumamaos los monomios semejantes
de cada uno de ellos:

e Escribimos los dos polinomios uno debajo del otro de modo
que los monomios semejantes estén en la misma columna.
°  Sumamos los monomios semejantes.
El resultado es un polinomio de grado menor o igual que el ma-
yor de los grados de los polinomios iniciales.
Resta de polinomios
Procedimiento

Para restar dos polinomios, restamos los monomios semejantes
de cada uno de ellos:

e Escribimos los dos polinomios uno debajo del otro de modo
que los monomios semejantes estén en la misma columna.

*  Cambiamos el signo de todos los monomios del sustraendo y
a continuacion sumamos los semejantes.

El resultado es un polinomio de grado menor o igual que el ma-
yor de los grados de los polinomios iniciales.

Ejemplo

Sumemos los polinomios
P(x)=5x*+ 3x*-3x + 4
Q(x)=-4x3+2x-6

5x3+3x%-3x+4
-4x3 +2x -6
X+3x>x -2

P(x)+Q(x)=x3+3x?-x-2

Ejemplo
Restemos los polinomios
P(x)=5x*+ 3x?- 3x + 4
Q(x)=-4x34+2x-6
5x3+3x2-3x+4
4x3 -2x+6
9x34+3x%-5x+10

P(x)-Q(x)=9x3+3x%*5x+10

Multiplicacién de polinomios

Procedimiento

Para multiplicar dos polinomios, mulfiplicamos el primer polino-
mio por cada uno de los monomios del segundo y después su-
Mamos |os polinomios resultantes:

e Escribimos los dos polinomios uno debajo del otro.

* Debdgjo, y en filas diferentes, escribimos los polinomios resul-
tantes de multiplicar el primer polinomio por cada uno de los
monomios de que consta el segundo polinomio.

°  Sumamos los polinomios obtenidos.

El resultado es un polinomio de grado igual a la suma de los
polinomios iniciales.

M Tabla 13

Ejemplo

Multiplicamos los polinomios
P(x)=5x*+ 3x?- 3x + 4
Qx)=-4x*+2x-6
5x34+3x%-3x  +4
-4x342x -6
-30x3-18x%+18x-24
10x*+6x3-6 x>+ 8x

-20x°%-12x°+12x*-16x3

-20x6-12x5+422x*40x3-24x°+26%-24

P(x) « Q%)
=-20x°-12x°4+22x*-40x3-24%x*+26x-24

34.P(x) = 6x°-3x*-x- 5y Q(X) =x* + 2x + 4, calcula:
a. P(x) + Q(x)

L P QM -PM d Q)

c. P(.Qx)

Prohibida su reproduccion
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3.2. Divisiéon de polinomios

Observa ahora la forma en que procederemos para dividir polinomios.

Procedimiento

Ejemplo

Escribimos los dos polinomios ordenados segun las | Dividimos el polinomio 3x°+2x3-x2-4 entre el polinomio

potencias decrecientes de x.

Si el polinomio dividendo es incompleto, ponemos
ceros en blanco correspondientes a los términos
que faltan.

Dividimos el primer monomio del dividendo (en este
caso 3x°) entre el primer monomio del divisor.

Multiplicamos el cociente obtenido por el divisor y
escribimos el opuesto del resultado.

Restamos el producto obtenido del dividendo. Ello
equivale a sumar el opuesto.

Bajamos el siguiente término del dividendo, en
nuestro caso no hay, y repetimos el mismo proceso.

El proceso contindia hasta que obtenemos un resto
de grado menor que el grado del divisor.

En el ejemplo, el grado del divisor es 3 y hemos ob-
tenido un resto de grado 2.

x34+2x%+1

3x54+ 2x3 -x% -4 X+2x%+1

35+ 0x*+2x3- x* +0x -4| x*+2x*+1

-3%5 - 6x* - 3x? 3x?

3x°+ 0x* 4+ 2x3 - x*+0x -4 3+2x2+1

-3x°5 -6%x* - 3x? 3x?
-6x* + 2x3 - 4%?

3x° 4+ 0x* + 2x3- x*+0x -4 x34+2x%+1

3x5 -6x* -3x? 3x%-6x

-6x* + 2x3 -4x?
+6x*+ 12x3 +6x

3x°+ 0x*+ 2x3- x24+0x -4 x34+2x%+1

3x5-6x* -3x? 3x%-6x+14

-6x*+ 2x3  -4x?
+6x*+ 12x° +6x
14x*  -4x*+6x -4
-14x3  -28x? -14
-32x%+6x -18

M Tabla 14

Observa que el grado del polinomio en el cociente es igual a la diferencia entre los grados de

los polinomios del dividendo y el divisor.

Como en toda division numérica, en la division de polinomios también se verifica la igualdad:

Dividendo = divisor . cociente + resto

P(x) = Q(x) - C(x) +R(x)

35. Efectia la siguiente division de polinomios:
2x*-85x3-7x+5): (x2-2x + 2)

—Comprueba que se verifica la igualdad: Di-
\ videndo = divisor . cociente + resto

36. Efectia estas divisiones:
a. (x*+4x3-x2-16x + 12): (x2 + x - 6)
b, (-2x3 + 3x-5): (x2 +x-2)
C. (2x* + 22x3 - 58x2 - 2x - 40): (x2 + 6% - B)



3.3. Método de Ruffini

Vamos a estudiar la divisién de polinomios en caso de que el polinomio divisor sea de la

formax-a, enlaquea<€R.

Observa en el ejemplo a continuacion, la division del polinomio P(x) = 6x* - 4x* + 2 entre el polino-

mio Q(x) =x- 3.

Este tipo de divisiones puede realizarse de una forma mads simple y rdpida aplicando la lla-

mada regla de Ruffini.

6x3- 4x* + 2
-6x3|+ 18x%?
14x> l
-14x? + 42x
42x + 2
-42x +(126

128

x-3
6x%+ 14x + 42

Veamos cémo se utiliza esta regla para efectuar esta misma division.

Procedimiento

Escribimos los coeficientes de los términos del dividendo uno
a continuacién del otro. Si el polinomio dividendo es incom-
pleto, ponemos un 0 en el lugar correspondiente a cada tér-
mino que falte.,

Escribimos el término independiente del divisor cambiado de
signo a la izquierda de estos coeficientes.

Bajamos el primer coeficiente, 6, que se multiplica por 3 y el
resultado, 18, se suma al segundo coeficiente del dividendo.

La suma obtenidaq, 14, se multiplica por 3y el resultado se suma
el tercer coeficiente del dividendo.

Continuamos este proceso hasta que se acaben los coeficien-
tes de los términos del polinomio dividendo.

El Ultimo resultado olbtenido, 128, es el resto de la divisidn, los res-
tantes (6, 14, 42) son los coeficientes del polinomio cociente. Ten-
dremos en cuenta que el grado del coeficiente es inferior en
una unidad al grado del dividendo, pues el divisor es de grado 1

Ejemplo

Dividimos 6x3 - 4x* + 2 entre x - 3.

6 -4 0 2
6 -4 0 2
3
6 -4 0 2
3\ ® /]8
6 14
6 -4 0 2
3|l ® 18 |42
6 14 42
6 -4 0 2 o
3| ® 18 42 126
6 442 128
R=128
C(x)=6x*+14x+42
M Tabla 15

Puedes observar que los rectangulos resalfados en rojo encierran los mismos ndmeros en

los dos métodos utilizados para efectuar la division.

Prohibida su reproduccion



1 5 2 24 3.4. Teorema del residuo
Veamos ahora un método para hallar el resto de la division de un

S 3 24 66 polinomio P(x) enfre x - a sin necesidad de realizarla.
1 8 22 |42 Observa en el margen la division del  polinomio
P(x) = x° + 5x” - 2x -24 entre x - 3. El resultado obtenido nos permite
escribir.

P(x) =(x-3) (x*+8x+22) + 42

Al sustituir en esta igualdad x por 3; es decir, al calcular el valor
numeérico de P(x) para x = 3 obtenemos:
P(3)=(3-3)-(32+8:3+22)+42

No es necesario calcular el segundo paréntesis, puesto que estd
multiplicado por 0.

P(3)=0-(3248:-34+22)4+42=0+42, P(3)=42

El nUmero real a es un cero o
raiz del polinomio: El resto de la division del polinomio P(x) entre x - a es igual al valor
P(x) si P(a) = 0. numérico del polinomio P(x) para x = a.

Observa que, al dividir el polinomio P(x) = x3 + 5x? - 2x -24 entre x + 4, obtenemos 0 de resto.

Por lo tanto, el valor numérico del polinomio para es 0.

Dicho de ofro modo, como P(x) es divisible por x + 4, podemos concluir que - 4 es una raiz
de P(x).

Si el polinomio P(x) es divisible por x - a, de manera exacta, entonces a es una raiz del poli-
nomio P(x).

3.5. Teorema del factor
El teorema del factor es una consecuencia inmediata del tfeorema del resto:

Un polinomio P(x) fiene un factor (x - a), si y solo si x = a es una raiz de P. Es decir P(a) = 0.

Asi, el polinomio P (x) puede expresarse de la forma P (x) = (x-a) - C (x), donde (x-a) es un
factor de P (x).

—_— e e e e e e ==

Comprueba si (x + 2) es un factor de los siguientes polinomios:

|
AP =x*+2x*+x+2 1 5 1 5 i
Comprensién: Calculamos el valor numérico de x = - 2 en los po- :
linomios. 2 2 0 2 !
Resolucion:a) P (-2) = (-2) + 2 (-2)*-2+4+2=0- (x+ 2) es un factor ‘ 1 0 1 \i |
de P (x). Para ! |
TPRT . |
! hallar ell QTro factor, dividiremos, en este caso, aplicando la regla PX)=(x+2) (x*+1) !
\_ de Ruffini: J
4 >
37. Utiliza la regla de Ruffini para averiguar si los eficientes enteros, P(x), sea divisible porx-a, a | Q.
siguientes polinomios son divisibles por x + &: debe ser divisor del término independiente de
a. x* + 10x? + 3x - 54 PC0.

. RVIT3 2 _ _ I)
b. 2x4 + 3x° - 35x2 + Ox + 45 a. ¢Es divisible x2 + 3x - 15 por x - 4%

b. El polinomio x2 + 3x - 15, ¢ puede ser divisible

38. Escribe un polinomio que sea simultdneamen- J
P 9 por x - 3?7 Compruébalo.

te multiplo de x + 4 y de 2x* + 3x - 2.

Prohibida su reproduccion

39. Halla el valor numérico de 3x%+ 4x? - 17x - 6 © & POINOMIo 2x¢-5x -6, ¢puede ser divisiole
para x = 5,x=-3,x = -4 por x - 37 Compruébalo.

: 40. Justifica la siguiente afirmacioén utilizando la 41, ¢Puede ser x = 6 raiz del polinomio x? + 3x - 157
40 I \ regla de Ruffini: Para que un polinomio de co-



Problemas resueltos ©

1. En una divisién de polinomios, x3 + 2x2 + x - 5 es el dividendo, el cociente, x - 2 y el resto, 13.

¢Cudl es el divisor de esta division?

Comprender

* Vuelve a leer atentamente el enunciado y anota los
datos del problema.

Planificar

* Se frata de una divisién entera en la que se cumple:
Dividendo = divisor . cociente + resto.

En esta igualdad conocemos todos los polinomios ex-
cepto el divisor.

Ejecutar el plan

* Expresamos por P(x) el divisor y sustituimos los datos
del gjercicio en la igualdad anterior.

x*+2x* +x-5=P(x).(x-2) +13

* Restamos 13 a cada uno de los miembros:
x> +2x*+x-5-13=P(x).(x-2) +13-13
x*+2x* +x-18=P(x). (x-2)

* Dividimos ambos miembros por x - 2.

e Efectuamos la division (x® + 2x* + x - 18) : (x - 2) apli-
cando la regla de Ruffini.

1 2 1 -18
2 2 8 18

| 1 4 9 0
Por lo tanto, el divisor de la divisiéon es:

P(x)=x*+4x+9

Revisar

* Para comprobar el resultado obtenido efectuamos
la divisiéon de x3 + 2x? + x - 5 enfre x* + 4x + 9 y veri-
ficamos que nos da x - 2 de cociente y 13 de resto.

1. Considera el polinomio x3 + x2-9x + k.

¢Cudl debe ser el valor de k para que x + 1 sea divisor de dicho polinomio?

Comprender

* Vuelve a leer afentamente el enunciado y anota los da-
tos del problema.

e ;Qué significa que x + 1 sea divisor del polinomio x* +
x? - 9x + k?
Planificar

e Para que x + 1 sea divisor de x* + x* - 9x + k, debe
cumplirse que el resto de la division,

& +x*-9x+k): (x+1),sea 0.

Ejecutar el plan

* Efectuamos la division utilizando la regla de Ruffini y
dejando k indicado.

1 1 9k
1 A 0 9
| 1 0 9 | k+9

¢ Puesto que el resto debe ser 0, debemos resolver:
k+9=0

Con lo que el valor buscado de k es -9.

Revisar

»  Podemos comprobar que el divisor del polinomio x> +
x?-9x -9 esx + 1 si efectuamos la divisidn correspon-
diente y verificamos que el resto obtenido es 0.

1 1 9 9
B A 0 9
| 1 0 9 0

Prohibida su reproduccion
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A la linea divisora la coloco-
mos separando tantos térmi-
nos de la parte final del divi-
dendo como grado del divisor.

|1 )
|
C s ) (4

Linea divisoria J

3.5. Método De Hérner

1. Colocamos los coeficientes del dividendo completo y or-
denado de forma descendente.

2. Colocamos los coeficientes del divisor todos cambiados
de signos menos el primero que lo conserva, también, or-
denados de forma descendente

3. Colocamos los coeficientes del cociente. Calculamos
cada uno dividiendo la suma de la columna respectiva
entre el primero coeficiente del divisor.

4, Colocamos los coeficientes del resto. El nUmero de colum-
nas estd dado por el grado del divisor.

S

© Dividimos: :
|
%- g 6X°+x°-2x°+3x°-x+4 b 2x'+5x°-2x"+4x+8 |
£ 3x}-x2+2x+1 2x* +x-2 |
|
A8 Solucion: |
Ordenemos y completemos |
|
R ; :
a 3|16 1 0 -2:3 -1 4 !
T |
1 2 4 2 |
| |
-2 1 211 i
, I
-1 -1 2 1 :
714 7 |
S s |
““““““ : 705 14 19 l
| - _— — —_ _
. o . 21 13y 33 !
Si accede a la pdagina http:// 1 ' 14 19 !
schollaris.com.mx/010105teo- | Cociente: C(x) = 2x° + x* - x—% . Residuo: R(x)= 23+ X!
remares.php, podrds ufilizar 3 !
la calculadora de divisién sin- | b. 21 2 5 24 8 |
tética para verificar el teore- 1 1 1 ' |
, - - 2 !
ma del resto. Demuestra que, | ) ) ' 4 I
efectivamente, al dividir el | e i
polinomio  P(x)=x%-3x°+5x-7 | 1 -2 |
entre x+1 el residuo que 1 2 109 6 i
muestra la calculadora se co- | . . — . S _ [
responde con P(-1). : Cociente: C(x) =x*+ 2x-1 ; Residuo: R(x)=9x+ 6 /:
1
i
! 42. Divide los siguientes polinomios:
|
| a 8x*-2x3-9x2 4+ 7x+ 1 b 6x*-7x3+ 11x%-5 c 6x*-x>+x%-5x+1
I ' . .
|

42 +x-2

3x+2 2x-1



L. ECUACIONES E INECUACIONES

4.1. Ecuaciones de primer grado con una incégnita y con valor absoluto

Una ecuacion de valor absoluto es aquella que tiene la incodgnita dentfro de un valor absoluto.

. q " . i >
Valor absoluto de un nimero real x, se escribe |x|, es el mismo nimero x %, 51 x>0
cuando es positivo o cero, y opuesto de x, si x es negativo. Ix[=10 SIX = 00
-x,si x<

La resolucion de ecuaciones de primer grado con valor absoluto, requiere de dos procedi-
mientos (Caso 1y Caso 2), en que ufilizamos las mismas leyes de una ecuacion lineal normal.

Para eliminar el simbolo del valor absoluto cuando entre las barras hay una expresidén en una
variable debemos tomar en cuenta los valores de la variable que hacen que la expresidon sea
positiva y los valores de este literal en que la expresion sea negativa.

Las soluciones de una ecuacion de la forma | ax+b | = ¢, donde a # 0 y c es un numero posi-
fivo, son aquellos valores que satfisfacen;ax +b=cdax+b=-c

Propiedades que ayudan a resolver ecuaciones

La idea de resolver ecuaciones con valores absolutos es transformar el problema en resolver
ecuaciones sin valor absoluto. Para ello aplicaremos la definiciéon y propiedades que enuncio-
mos a continuacion:

« Para cualquier nimero real x: « Para cualesquiera nimeros reales x v a:
a. |x| =0
a=0 @
b. X]|=0ex=0 f.|x|=ae y
c. |x]P=x xTay/oxT-a @
d.\/(x)= x| Caso 1 Caso 2
e -|x|< x <|x|

Primero, trataremos ecuaciones con un solo valor absoluto y con la variable dentro del valor
absoluto como |x + 2| =50 |2x — 5| = 15.

P e e e e ]

/" Resolvamos la ecuacion: |2x-5|=15
Apliquemos la propiedad f:
* La primera desigualdad es obvia (15 > 0), por @
* Por @ tenemos dos casos para analizar:

si2x-5=15entonces x=10 si2x-5=-15entonces x=-5

|

|

|

|

|

|

3

| Caso 1 (x=aq) Caso2(x=-aq)

|

|

| Asi, el conjunto solucién de la ecuacién resulta ser S = {-5, 10}
|
|
|

\ En este caso, el conjunto solucién resulta ser un conjunto finito.

&
| >
! 43. Resuelve |as siguientes ecuaciones con valor absoluto: S_’..
| 2 3x -2 +3 1 =
| _E|= Q== X _ X _ 4
" a|3x-5|=4 b. [5x-3|= 3 o[22 +5‘_10 o |24 2‘_3

Prohibida su reproduccion



El método que aplicaremos también puede ser extendido a ecuaciones en que la variable
también estd fuera del valor absoluto como: |2 - 3x| = x + 4.

Resolvamos la ecuacion: |2 - 3x| = x + 4.

Al aplicar la propiedad f, tenemos las siguientes opciones.

x+4>0 ,por @

[2-3x|=x+4 & g
[2-3x|=x+4 - 2-3XT-(X+4) ,por@

(o]
o
Q
£
i
(1M

Caso 1 Caso 2
Para la desigualdad @ claramente x tiene que ser mayor que 4.

x+4>20 = x=-4 =x€][-4, +oo[,llamemos al infervalo
anterior I.

Para @ ,fenemos dos casos para analizar.

Una fraccién...

3 o , Caso 1 Caso 2
¢ No estd definida si el deno- ~
minador es cero. 2-3x=x+4 2-3x=x-4
. 4x = -2 2x=6
e Es cero si el numerador es
cero. =-1/2 x=3

e Es positiva si el numerador
y el denominador son de

; . Tanto x = -1/2 como x = 3, pertenecen al intervalo I cumplen la
igual signo.

desigualdad @ .
* Es negativa si el numera-
dor y el denominador son Lasolucion es: S = {x/|2 - 3x| =x +4} = {—1/2,3}.
de diferente signo.

44. Resuelve las siguientes ecuaciones con valor absoluto:

a |[x—1|=2x-1 h. 3| x +4|-2=x

b. 2x+|x-1| =2 i. |5-2x|-4=10
I
|
c. |3x+7|=5x+13 .o 3-2x+| 14+x|=-5+6x |
|
|
I
d |3x+2|=5-x k. ‘LJ,ZX:i_X !
5 I 4 I
5 :
3 | e |5x+4|=2x+1 Lo |x-142x-3|=x+2 :
5 :

5 |

2 ! f. |—6x+1]=4x-7 m. |x-6] = |5x+8]| :
g :
z |
g | g x+| 1+2x|=-2 n. ‘% “xl=6 l
I
\ !




4.2. Inecuaciones fraccionarias

A una inecuacion la verifico-

- . . X+5
Observa la siguiente inecuacion: —— = 0.
mos solo para algunos valo- X2

res de las variables. En ella aparece una fraccion algebraica con una incognita.
Los valores numeéricos para

los cuales verificamos Ia des- Para resolver este tipo de inecuaciones, seguiremos estos
igualdad son las soluciones PASOos:

de la misma.

Resolver una  inecuacion a. En primer lugar, estudiaremos para qué valores de x el

consiste en hallar los valores
numéricos para los cuales la
desigualdad es verdadera.

numerador y el denominador son positivos © negativos,
teniendo en cuenta que el denominador Nno puede to-
mar el valor cero.

x+5>20 = x=>2-5y x*>0;x#0
= x=>-5yx<0vx>0)

b. A continuacién, aplicaremos la regla de signos para la divisién, a fin de determinar qué

valores de x cumplen la desigualdad.

En nuestro caso, el conjunto solucidn serdn los valores de x que hagan cero o positivo el nu-
merador, pues el denominador serd positivo para cualquier valor de x, excepto el valor cero,
que deberemos excluir, pues el denominador no puede anularse.

La solucién seria el siguiente intervalo: S=x€[-5,0) U (0,400)
® O >
< t t >
-5 0 400
/ +1 +1
Sea funa funcién tal que: f(x) = );—2 determine el valor de x, para los cuales ))(( 5 >0
Comprensién
Se trata de una inecuacién fraccionaria, asi que deberemos comparar los signos del numerador y del denominador,
excluyendo el valor que anula el denominador.
Resolucién
Resolvamos las ecuaciones: x+1=0-x=-1

x-2=0—>x2=2

Estas soluciones definen tres infervalos: (-oo, - 1), (-1, 2) y (2, +00).

Construyamos ahora la siguiente tabla para estudiar el signo que foman el numerador y el denominador. Para ello,
basta con escoger un valor del intervalo y sustituir en las expresiones. En la Ultima fila, apliquemos la regla de signos
para la divisién.,

(oo, -1) | -1 -1.2) 2 (2, +00)
x+1 - 0 + + +
X-2 - - - 0 +
x+1
-2 + 0 - No existe +

En la dltima fila de la tabla, vemos que la fraccién algebraica se
anula en x = -1y es negativa en el infervalo abierto (- 1, 2).

La solucién de la inecuacion es: CS: x € (-0, - 1] U (2, +0).

< @ Q '
< — : >
-0 -1 0 2 400

Ejemplo 19
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La aplicacién que encontra-
ré&s en el siguiente enlace re-
suelve sistemas lineales. Pue-
des utilizarla para comprobar
si la solucién de los ejercicios
que resuelvas en la unidad es
correcta:  http://links.edebe.
com/jhck

Las propiedades de las des-
igualdades del valor absoluto.

* |x| =asiy solo si

x<-a e} X=a

° |x|<asiysolosi-a<x<a

Si accedes a la pagina http://
www.ematematicas.net/irra-
cionnal.php?a=, encontrards
una aplicacién interactiva
para practicar las ecuacio-
nes irracionales.

4.3. Inecuaciones de primer grado con una
incoégnita y con valor absoluto

Una inecuacién con valor absoluto es aquella en la que
parte de la inecuacién, o toda ella, viene afectada por el
valor absoluto de la misma.

La forma general de una inecuacion de primer grado con
valor absoluto es |ax+b|>c, o todas sus equivalentes:
|ax+b|>c, |ax+b|<c,0 |ax+b|>c, donde a,b € Ry a#0.

Para resolver una inecuacién con valor absoluto, aplicamos
la definicién de valor absoluto, que y en los casos en donde
sea posible usar alguna de las propiedades estudiadas, con
el objetivo de facilitar el procedimiento de resolucion

Las propiedades de las desigualdades con valor absoluto
quedan de estas formas:

a. |x-a| 2b equivalea:x-a < -b a=b

0 x-
b.]x-a] £ b equivalea:-b < x-a<b

El conjunto solucidon total estd
dado por la unidén de las dos

I

! |

| . |

| 2x+8=-4 0 2x+8=4 | soluciones parciales, pues fodos
| o< -4-8 9% >4-8 I los valores comprendidos en
| eXSTET X=5e : estos intervalos cumplen con la
| -12 4 | desigualdad propuesta.

I XS— X=>— |

| 2 2 | Solucién: (- 0, - 6] U [- 2, + o)

| x<-6 X=>-2 !

Resolvamos: |x - 5 | < 2x + 2.

De acuerdo con la propiedad b, la desigualdad en valor absoluto es equivalente a la siguiente desigualdad:
-(2x + 2) < x -5 < 2x + 2 para resolverla, la frataremos como dos casos separados.

Caso 1:-(2x + 2) < x - 5. Despejando x tenemos.

Caso 2:x - 5 < 2x + 2. Despejamos x.

Ejemplo 20

2x-2<x-5 x-5<2x+2
2x-Xx<-5+4+2 X-2X<2+5
-3x<-3 x<7
xzﬁ o bien, x > 1; el sentido de la desigualdad cam- >-7

bia al multiplicar o dividir por una
cantidad negativa

S
g Ahora, la solucién de la desigualdad [x - 5 | < 2x + 2, es la inferseccidn de las soluciones de los dos casos.
2 Lainterseccionde x> 1y es el infervalo,
[}
2
o >
ke,
ﬁ 1 1
o < I T 1 >
[a N
-0 -7 0 1 +o0




4.4. Ecuaciones irracionales

Hay ecuaciones que tienen la incognita dentro del signo radical, a estas ecuaciones las

[lamamos ecuaciones irracionales.

Por ejemplo, \/x + x = 2x -12 es una ecuacion iracional.

A continuacién, detallaremos los pasos que hay que seguir para resolverla.

Observa que, al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuacion /x = 2x - x = 12, hemos
obtenido la ecuaciéon de segundo grado x? - 25x + 144 = 0, que no es equivalente a la dada,

Traspongamos los férminos: pasamos a uno de los miembros un

Resolvemos la ecuacion irracional \/§+ x=2x—12.

radical y al ofro miembro, los términos restantes.
\/§= 2x—x—12

Reduzcamos los términos semejantes.
\/;= x—12

Elevemos al cuadrado los dos miembros de la ecuacion.

(x)>=(x12)2 > x=x*-24x+144 > x*-24x-x+144=0

- x?-25x+144=0

Resolvamos la ecuacion obtenida.

‘= -b +Vb?- 4ac
2a
-(-25) + \/(-25)?- 4-1-144
X= =
21
25+7 _

=16

_254_r7_< 2
2 25-7
>—=9

25+ /625-576 25+ /49
2 T2

Comprobemos la solucidn sustituyendo los valores obtenidos.
Six=16 |16 + 16 =2.16- 12 — 4+16=32-12 520 = 20

Se cumple la igualdad.

x=9 /9+9=2.9-12-3+9=18-12>12=6

No se cumple la igualdad.

La solucion de la ecuacion es x = 16.

Y TAMBIEN:

En la ecuacién irraciondal,
hemos visto que para x = 9
no se cumplia la igualdad.
No obstante, sabemos que
V5=|3 |. Si tomamos el valor
negativo de la raiz, la igual-
dad si se cumple.

3+9=2.9-12

Asi pues, al resolver ecuo-
ciones irracionales, debe-
remos tener en cuenta las
raices negativas y analizar
en cada caso si la solucién
fiene significado.

X,six=>0

X| =
x| -X,six<0

pero toda solucion de la primera ecuacion lo es también de la segunda.

4

a. b b.3

a. W-5x=-4x

b. 2/x -5=10-x

45, Determina cudl de estos ndmeros es solucidn de la siguiente ecuacion iracional: 3. (x-1)=2 V(X +6).
c.-3

46, Resuelve estas ecuaciones irracionales.
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Ejercicios resueltos ©

1. Resuelve la ecuacién siguiente: V(E+x) + \(2x-4)=5

Comprender

* Al leer el enunciado, advertimos que se trata de una
ecuacioén irracional que tiene dos radicales.

Planificar

* Despejamos un radical y seguimos los pasos para re-
solver las ecuaciones irracionales.

Ejecutar el plan

* Despejamos el primer radical. (5 +x=5-\2x-4

¢ Elevamos al cuadrado los dos miembros y reducimos
los términos semejantes.

(/5 +x )= (5-2x - 4)
5+x=25-10.\2x-4+2x-4—10.\Bx-4=16 +x

*  Observamos que la ecuacién que obtenemos es irra-
cional; por lo tanto, repetimos el proceso anterior.
2
(10 2x—4> = (16 +x)?
= 100 +(2x - 4) =256 + 32x + X2

200x - 400 = 256 + 32x + x> = x?- 168x + 656 =0

164
_/
=X =4
Revisar

e Comprobamos si las soluciones obtenidas son solu-
ciones de la ecuacién irracional inicial.

X=164—\[5+164+\[2 . 164-4=13+18 %5

x=4 —\[6+4+\/2.4-4=13+18=5

Asi pues, la solucién de la ecuacién es x = 4.

1. Resuelve la ecuacién siguiente: \/3x +3-1= \/8 -2x .

Comprender

¢ Alleer el enunciado, advertimos que se frata de una
ecuacion irracional que tiene dos radicales.

Planificar

* Seguimos los pasos para resolver las ecuaciones irra-
cionales.

Ejecutar el plan
¢ Elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecua-
cién y reducimos términos semejantes.

3x+3=1+8-2x+2\|8-2x

5x-6=2\/8-2x

25x%+ 36 - 60x = 4 (8 - 2%)
25x2-52x+4=0

52 + 48 x=2
X=—

50 < x = 0,08 — NO satisface la

igualdad
Asi, x =2.

Revisar

*  Comprobamos si las soluciones obtenidas son solucio-
nes de la ecuacién irracional inicial.

La solucién de la ecuaciéon es x = 2.

Six=0.08
=1/3(0.08) + 3-1=\/8-2(0.08)
\3.24-1=\8-0.16
0.8+ 2.8
Por lo fanto x = 0.08 no es solucion.
Six=2
=\/3(2) +3-1=\/8-2(2)
Vo-1=\4
3-1=2
2=2
Por lo fanto x = 2 si es solucion.




y problemas propuestos

D Radicales

1. Calcula.

a 3/3-5/3+7/3-3/3
b. -3/2-4-3/3-7/2+3/3
3 2 1
o B+ 255
2 3 6
7 4 5 9
d 7\/1_-?\/_-7\/ﬁ’fj\ﬁ‘f\/7

2. Escribe como una Unica potencia de exponente
fraccionario las siguientes expresiones:

a X
X2

a Va5
b, V2

2
o L
V2
q 1

W5

Comprueba, con la ayuda de la calculadora,
que los valores de las expresiones finales son los
mismos que los del enunciado.

4. Efectia las operaciones siguientes:

a. 4\/x_ : 4\/Sxy

0. 37 5 4/a
V8

2
g Veab*

Ya2b

. Extrae los factores que sean posibles fuera del

radical:

c. 36250
d.2*/405

a. /512 e. /600

b.*/216

. Calcula:

V12 + 27 - Va8

Extrae los factores que puedas de los radicales
y calcula los resultados de las siguientes ope-
raciones:

a. 3\/2-5\/8+7\/50-4\18
b. -3/27 -21/125 + 8\/75 - 10\/20
c. 7\/62 -%\/§+%+m/125

. Calcula y simpilifica:

a. \/45 - 2 2o+\/‘ﬁ +\/80

3
b. 3\/X\/ x5y?®
6 587 ~4
c Vatb’c
Ya2osc?

B) Logaritmos

9. Calcula estos logaritmos.

a. log,256
b. log 1000
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y problemas propuestos

c. log,36

d. log, 1
9, 8

e. log 0,001

f. log,0.04

10. A partir de la definicién de logaritmo, calcula:

-log,16 - log, \/5

-log,1 + 109,32

a. log,27 + I092%

1

b. |Og3 m

11. Calcula.

a. log,n

b. log , -3
]

C. IogﬁQ

d. log,— -
81
e. log,1024

f. log,/2

12. Utiliza el cambio de base para calcular los si-
guientes logaritmos con |la calculadora:

log,244

log,6

loge

a.
b.

c. log,,24
d.

e. log, 3
f.

log,2 000

13. Aplica las propiedades de los logaritmos:
ab
a. log, ~

b. log -2

14. Deduce la parte enfera de estos logaritmos:

a. log, 200 d.log, 3
o. log, 60 e.log 0,02
C. log, 525 f.log, 20

15. Calcula en cada caso el término que falta:

. = T =
a Iogﬁ125 X c. Iog\/g L o=x

81

b. log81=-4 d. logx*=6

C. Iogﬁ%=x e. log,1256=-3

16. Halla los valores numéricos de estas expresiones:

5
a. log x2 d. log,(log,,10)
b. log,Y64 e. Iogx_s‘E
a
1
C. 2log? f. log,64°

17.Silog x = 7,2, calcula los valores de estas expresiones:

a. log _X_ c. log (0,01x?
g 00 a( )

b. log ‘VI
X

18. Desarrolla estas expresiones logaritmicas:

1
d. (logx)®

a. log, [x (x+ 1]

b. Iogs‘\‘/ﬁ

c. |094M
VX2 -1

19. Silog 2 =0,3010,log 3=0477 1ylog 5=0,698 9,
calcula:

1
a. log 216 c. log 0,0022
b. log 75 d.log !
{216

20. Expresa en un Unico logaritmo:

a 3(2log2A-5log2B)



y problemas propuestos

21. Convierte cada expresiéon en un Unico logaritmo:

a. log(ab) - 2 log %
b.21In(x-y)-In(x%-y?)

c.2log,t 199y + (z-2)10g,8
3

22. Escribe mediante un solo logaritmo las siguientes
expresiones:

a. 31logb + 1/2log?-3log3-log25
b. log,(x*+2x+1) - log, (x+1)
c. log (3-x) + log (3+x)

23. Si log x = k, escribe en funcién de k:
a. log x®

b. 1o X
o 1 000

c. logx \/ﬁ

24, Halla el resultado de cada expresion mediante
las propiedades de los logaritmos:

a. 2log, 16 +log, 32 - 3log, 49
b. log, 625 - log, 1

25. Convierte cada expresion en un Unico logaritmo:

a. 3log,a + 4log,b
b. lloglo -3log; a
2 2 2

c. 2 (logx + 2log,y - 3log,z)

26.Silog x=3ylogy =5, calcula:

a. log (xy) d. log 3/xy?
2

b. log X e. log _Y_
y V{

c. logx°?e f. logy"e®

27. Halla los valores de estos logaritmos utilizando sus
propiedades y la calculadora:

a. log, 3¢? c.log, V31
b.log, 100 d.log, 31°

28. Calcula el valor de la incdgnitay en cada una de
estas igualdades:

a.log, 64 =2

b. log, (%) =2

c.logd"=3
d 6v=4

e. logy®=-

f. 8 =120

29. Calcula:
a. log,54
b. log 0214 4

c. log,0,69

d. Iogﬁ/@

e. Iog@mo

B Division de polinomios y ecua-
ciones e inecuaciones con va-
lor absoluto

30. Utiliza el feorema del resto para calcular el valor
numMérico de x3 +2x2-5x-6 parax =3y para x = -3.

31. Calcula las siguientes divisiones utilizando la re-
gla de Ruffini:

a. (+2x-3): (x+3)
b.(x®-7x+6):(x-1)
c. (x3+8x2-23x-30): (x + 10)

32. Aplica la regla de Ruffini especificando el cocien-
te y el resto de cada division:

a. (x3+2x+70): (x+4)
b. (x*-2x2-3): (x-1)
c. (xX+x)(x+3)

Prohibida su reproduccion
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y problemas propuestos

d. (x +2x%-4x-8): (x-3) 39. Resuelve |as siguientes inecuaciones y represente
6. (4x5x): (x-2) grdficamente la respuesta.
f 0 (x +2) a |2x-1]>3

b. [x-3>-1

33. Utiliza los teocremas del resto y del factor para de-
ferminar si los siguientes polinomios estén factoriza- c. 32 |4X * 2|
dos correctamente: d. | 3. % | <9

X332+ 2x+3=(x+5) (x+ 1) (x-2)
CX3E2x2+ T = (x-1)2(x + 1)2 40. Resuelve:
X3 -Ax2-T7x-10=(x-1) (x-2) (x-5)
L2 HAX+2 =2 (x+ 1)?

O - 3(1 -4x)<4x -1

5x—2_x-32x-2+&
3 2 3 6

a

b

C
a

d

b.

c. 7(2x-1)-3x<2(x+1)-9

d

e

34. Indica, sin efectuar ningun cdiculo, las posibles

raices del polinomio x3 - 3x2 + 4. 3= 7) +2x < 5(x - 1)
CABXx - 1) =5x<T7(x-1)+3

35. Halla dos raices del polinomio x3 - 7x + 6.
41. Resuelve las siguienfes inecuaciones:

36. ¢Cudles de los siguientes polinomios son multiplos o 3-5x<8
de 2x-4?
b. 2(x-2) + 3x <b5x + 6
a. 2x3-6x2+8
b. X3 -2x2 c. 2X8—3_5X2-3<+ﬂ
C. 2x2+06x-4 d. X]E)1 >2—53x+4x:;2
d. x2+3x-2

e. 5(x-2)-%<3(x-1)+2x

37. ¢Cudles de los siguientes polinomios son divisores f 8x+7-5(2x-3)> x-1_ .

de 3x3 +18x2 + 33x + 18? 2
3x-1) X-3
a. x-3 9 5 X > 2
b. x+1 Ax-1 o 9
h. 5 < 2x + 5
C. 3x2+3x+6
d x2-4x-1 42, ;Cudntos metros de tela metdlica se necesitan
para vallar una parcela cuadrada cuya dred
38. Resuelve las siguientes ecuaciones. seq, al menos, de 36 m*?
a. %_] ‘ =4 43, Averigua para qué valores del radio el drea de un

circulo es superior a 17 cm?,

S
8 b. [3x-1+4=0
?él 44. Las soluciones de | (3x+1) -\ (2x-1) =1 son:
[0
5 X+ 1
5 c X_5‘=1 alys
ol
S d.‘4-x s b.5y2
3x c.21y5
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les (que no pueden ser expresados como fracciones) a los racionales.

El conjunto de los nimero reales es el que resulta de anadir los nimeros irraciono- m

en funcién de su expresion

decimal los clasificamosen

los expresamos

gréficamente sobre la

Recta real

— Numeros decimales
exactos. |

— NUmeros decimales

e lo que permite comparar-
peridédicos puros.

los y establecer un
— NuUmeros decimales |
periédicos mixtos.
— NUmeros irracionales. Orden

a<b siaestdalaizquierda
de b en la recta reall.

y definir
I

Intervalos y entornos

la amplitud de un intervalo

caracteriza

Valor absoluto de a: |a|
Distancia entre ay b: d(a,b) = |b-a|

pueden aproximarse de distinfas formas

— aproximaciones decimales
— por fruncamiento
— por redondeo

que utilizamos para al aproximar cometemos

p
Operar con nimeros
reales

A

-

Errores

— ¢, =|Valor exacto - Valor aproximado o medido

€

— g, (%) =—2—-100
Valor exacto
— Cotas de error

Propiedades

av X a X
A las propiedades las utilizamos para — a¥lx bRy =ab¥/xy, a
1 N m
calcular radicales equivalentes, lo que byy y
nos serd Util para operar. — Racionalizacion
A J

AN

el tipo y el orden de la aproximacién determinan
I
las cifras
significativas

el error
cometido

Operaciones

_ a"Q/;:b'Q/;=(a:b)T/;

Base logaritmica

— log,a=1
— log,,y=logy — log,x"=nlog, x
— log,y=Iny — log,1=0
i log, x — lo C/; = IOg_aX
— Cambio de base log, x = —2— 8a
log, a L Z

— Six=y=log, x=log,y
— sia>1yx<y = log, x<log,y

Propiedades

— log, (xy) =log, x+log,y

log, (%) =log, x-log,y

Prohibida su reproduccién



. £% Para finalizar
: oSimpIifica al méximo estas operaciones

con radicales.

o 251/5000% o 16
9\/160a¢b

10000%0°
5\/400a’b®

() Calcula, utilizando la regla de Ruffini, el
cociente y el resto de estas divisiones po-
lindbmicas.

a. 2x2-3x+4):(x-2)
b. 2x*-3x+4):(x+2)
c. (7x:-5x3-12x2+x): (x+ 1)

O Representa graficamente las soluciones de
estas inecuaciones.

a. |2x-3| =3
b. 2x-5x<1

c. [3-(x-2)|<5
d 3-(x-1)-12x]| >1

Determina la solucién de cada una de las
siguientes inecuaciones:

a.2x-3x>-5x+7 b.4x+3<0

eeréfica los intervalos solucion de las si-
guientes inecuaciones:

a.3x-2 27x b. 5x-9>1-3x

O ¢Cudl es la base a en la expresion log, 3 =

Reflexiona y autoevallate en tu cuaderno:

e Trabajo personal

¢Cémo ha sido mi actitud - B ¢Qué aprendi en esta

frente al frabajo? unidad tfemdtica?

* Escribe la opinién de tu familia.

ORepresenia las soluciones de las si-
guientes inecuaciones:

a. 2x -6 < 3-2x + 3x
4 5

b. X_36 < 2x-5

c. x-23 _5x3—1 <0

d-%x—5(x—2)<3(3x—1)

0 Silog,p =5y log,q = -2, calcula:

a. log, (p. )
b. log, p?
c. log, (P°

% (%)

0 Expresa mediante un solo logaritmo:

a. logp+logqg-logr
b.logp-2logq

O Sabemos que log 2 = 0,3010 y log 5 =
0.6990. Utiliza estos valores y las propie-
dades de los logaritmos para calcular:
a. log 200
b. log 2,5
c. log V0,125

* Trabajo en equipo

¢He compartido con mis
companeros y companeras?

¢He respetado las opiniones
de los demds?

* Pide a tu profesor o profesora
sugerencias para mejorar y escribelas.




NUMEROS REALES
[ | [ I I §

ZONA

Euler y los matemdticos
de su tiempo

«Lean a Euler, lean a Euler; él es el
maestro de todos nosotros».
(Pierre S. Laplace)

Esta frase la pronuncié Pierre Simon Lapla-
ce (1749 - 1827), un colega de una gene-
racién posterior a Leonhard Euler, que
admiraba su prolifica obra (entre 60 y 80
volumenes).

— Busca en la Red dos definiciones algebraicas
del nUmero e enunciadas por Euler y andtalas
en tu cuaderno.

—Busca fambién el valor del nimero e, tal
como lo describié Euler (con veintitres cifras
decimales). Cudntas cifras decimales se han
podido obtener con la tecnologia actual?

Dublin y los logaritmos

James Joyce (1882 - 1941)
es quizds el escritor francés
mds famoso, conocido so-
bre todo por su obra maes-
fra Ulises (1922). En ella se
describe de manera ex-
haustiva y detallada la
ciudad de Dublin, sobre la
que se plantea el siguiente
enigma: ¢se puede cruzar
la capital irlandesa sin pa-
sar por delante de ningun
pub? Matemdticamente es
muy dificil responder dicha

- Entra en la Red y acce-
de a: http://links.edebe.
com/cp, en la que en-
contrards mds informa-
cién. ¢En qué elementos
se basa dicho cdlculo?

- Busca también informa-
cién sobre ofros dmbitos
(técnicos, sociales, cul-
turales, arfisticos..) en
los que investigan los lo-
garitmos y prepara una

pregunta, pero
mente el informdtico Rory
McCann

breve presentacion de
diapositivas (5 minutos)
para exponer en clase
fus resulfados.

reciente-

asegurd tener

una respuesta basada en
los logaritmos.

Ingeniero quimico

Me pudiera desempenar en diferentes campos,
y por tanto, podria trabajar en diversas indus-
trias como son la petroquimica, la industria de
los pldsticos y los productos transformados, la in-
dustria de las fibras y los tejidos, la farmacéutica,
la veterinaria, la industria del papel, la adoberia,
la industria de las pinturas y barnices, metaldr-
gica, etc. También en diferentes empresas de
ingenieria, servicios y consulforia; en centros de
investigacion, desarrollo fecnoldgico e innova-
cién, en el tratamiento y elaboracién de méto-
dos de recuperacion y comercializacién de re-
siduos o bien a la consultoria medioambiental,
de seguridad o higiene.

Y como la formacién especifica se centra en
la ingenieria quimica, donde se abordan los
estudios de procesos industriales en los que
las sustancias experimentan una modificacién
en su composicién, estado fisico o contenido
energético, necesito conocer y aplicar correc-
tamente los logaritmos para calcular el pH de
las sustancias, es decir, medir la acidez o la al-
calinidad de una sustancia.

El

la

cdlculo del IPC

El IPC (indice de precios al consumo) indica la variacién
de los precios de diversos articulos y servicios entre dos pe-
riodos de tiempo. En Espana se calcula mediante la formu-

de Laspeyres, de la que forma parte un determinado

polinomio con coeficientes porcentuales.

. Formen grupos de tres componentes y distribuyan |os ro-

les y las tareas con el fin de investigar qué es el IPC.

. Busquen informacién en distintas fuentes para averiguar

qué tipo de articulos y servicios se utilizan para calcular
el IPC en Espana y de déonde se obtienen estos datos.

. ¢ Crees que es ajustada la distribucion porcentual de di-

chos articulos y servicios teniendo en cuenta el uso real
que se hace de cada uno de ellos?

. Efectien un cdlculo simplificado del IPC en su barrio o

poblacién. Para ello, definan una cesta de la compra
bdsica y en el supermercado mds préximo determinen
la evolucién semanal del precio de vuestra cesta a lo
largo de un par de meses. Comparen el resulfado obte-
nido con la variacién real del IPC en el mismo periodo.

. Expongan en clase el método que han seguido y su

conclusiones.
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Noticia:

.,))

Gaudi lo dej6 todo preparado: maguetas,
bocetos, anotaciones, pero o que nunca
se imaginé fue que serian los ordenadores
quienes se encargarian de (casi) todo en el
futuro. Gracias a la utilizacién de software
especializado y técnicas de modelado de 3D
conocidas como «ingenieria inversa», el suefo
de Gaudi ya es realidad.

hitp://links.edebe.com/2h2h

} Pelicula:

© En la pelicula Anfoni Gaudi: una vision
inacabada se reviven los Ultimos dias de este
artista.

ll\ Libros:

-~ Enelsiguiente libro, descubrirds curiosidades
matemdticas relacionadas con las arfes:
Geometria para turistas de Claudi Alsina

EN CONTEXTO

Antoni Gaudi se basé en la curva catenaria
para construir arcos: los denominados arcos
catenarios. En apariencia, esta curva es muy se-
mejante a la pardbola, pero en realidad tiene
propiedades muy distintas.

1. Investiga las diferencias entre las férmulas de
ambas curvas y las consecuencias de ello.

2. Describe otras tres curvas que estén presen-
tes en la arquitectura de Gaudi.

3. Busca y pon ejemplos de funciones que
aparezcan en otras actividades artisticas.

__,.:_’q.'_"__ bt il



|. CONCEPTO DE FUNCION

Las relaciones funcionales estdn presentes en todas las ramas de las ciencias. La razdn es
porgue describen multitud de fendmenos de nuestro entorno, en los que se relacionan mag-
nitudes: tiempo y espacio, longitud y superficie.

Liamamos funcion a una relacién de dependencia entre dos conjuntos, Ay B: en la que a cada
elemento x del conjunto A le corresponde, a lo sumo, un Unico elemento y del conjunto B.

Para referirnos a una funcion f, que relaciona dos conjuntos A y B, Utilizaremos la notacién habi-
tual en la literatura matemdadtica: .
f:A—B

Y TAMBIEN:

El origen de la palabra funcién
se debe al matemdtico vy fildésofo
alemdn Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716).

Para Leibniz, una curva estaba
formada por un nimero ilimitado
de tramos rectos infinitamente
pequenaos.

https://goo.gl/ngzZVH2

Generalmente, las funciones son
relaciones de un conjunto de nd-
meros reales con otro conjunfo
de ndmeros reales.

fR->R

¢Se te ocurren funciones entre
ofro tipo de conjuntos?

Extraido del libro Matemdticas | Bachille-
rato Editorial Edebe Espana

Expresion verbal

X—y=f(x

Si un elemento x del conjunto A se corresponde con un ele-
mento y del conjunto B, decimos que y es la imagen de x
por la funcidn f, 0 que x es una preimagen dey.

El objetivo de esta unidad es estudiar lIos casos en los que
tanto A como B son conjuntos de ndmeros reales. En este
caso, decimos que fes una funcion real de variable real.

e e e e —— -

Considere la siguiente relacién de nimeros reales: y = Vx ; justifica si
la relacién y = f(x), que se deriva de esta relacién es funcidn o no.

Comprensién: Debemos comprobar si se puede establecer una
relacién funcional entfre el cuadrado de un ndmero a y el mismo
numero Q.

Resolucién: La respuesta es que y = f{x) no es una funcidn, ya que
cualquier nimero real positivo es el cuadrado de dos nimeros de
diferente signo, pero con el mismo valor absoluto.

Asi, por ejemplo, x = 16 es cuadrado dey=-4 y dey = 4. Porlo
tanto, 16 deberia tener dos iméagenes confradiciendo la definicion
\_de funcion.

Representacién de una funcioén

Una relacién funcional o funcidén se puede expresar de va-
rias formas: mediante una expresidén verbal, una expresion
algebraica, una tabla de valores o una grdfica.

Tabla de valores Grdfica

Expresidn algebraica

Un texto puede indi- | Describimos la relacién | Identificamos cada va- | Representamos en unos ejes
camos como se re- | entre las dos variables | riable independiente con | de coordenadas todos los

fusién, se habla simple-
mente de:

mitad mds uno.

Descripcion i ‘ . P ) .
- & lacionan entre si dos | mediante una expresion | su variable dependiente, | pares (x, 1(x)).
2 variables. algebraica. mediante una fabla.
3 fR->R Es una fabla donde se
% ) = 05x+ 1 toma una pequena parte
5 . Xx—->y=fx)=0,5x+ o
2 A cada nimero real y de los \{olores dello varia
o Ejemplo le corresponde su Aunque, si no existe con- ble independiente
2

»

X 0 2 y

IR
fx 1.2 3 4 X
fx)=05x+1

M Tabla 1



Importante

El primero en construir una
funcion fue Galileo (1564-
1642). Desde lo alto de la to-
rre inclinada de Pisa tird dos
bolas, una de hierro y otra
de madera y comprobd que
a pesar de la diferencia de
peso, ambas llegaban al sue-
lo a la vez; habia descubierto
la Ley de Caida de los Cuer-
pos. Continuando su estudio
y empleando un curioso ar-
filugio, comprobd que el es-
pacio recorrido depende del
cuadrado del tiempo, escri-
biendo la primera funcién de
la historia.

Tomado de http://goo.gl/OgRFht

y=mx+b(m>0) y=mx+b(m<0)
y y
b b

0 > 0‘\§

2. FUNCION AFIN

Una empresa de mensajeros cobra por un encargo $3 fijos
por la reserva, mds $ 0,8 por kildmetro de trayecto.

Expresamos esta dependencia en |a siguiente tabla de valores.

Distancia en kildmetros (x) 1 2 3 4
Importe en ddlares (y) 380 460 540 620
H Tabla 2

La grdfica de esta funcidn es una semirrecta, cuyo punto
inicial es el punto de coordenadas (0, 3). El valor de la orde-
nada de este punto, 3, es la ordenada en el origen.

Observa que cuando la variable x incrementa su valor en 1,
2 y 3 unidades, se produce un incremento de la variable y
de 0,8, 1,6y 2, 4 unidades, respectivamente.

El cociente entre el incremento de la variable y con relacién al
incremento de la variable x es un valor constante igual a 0,8.

08 _ 16 _24 _
1 2 3
Este valor constante que se representa por m es la pendiente

y mide la inclinacién de la semirrecta respecto al semieje po-
sitivo de albscisas.

0.8

_ 4Ly
m= Ax =08

La expresion algebraica de esta funcion esy = 0,8 x + 3.
Decimos que f es una funcion afin definida R — R.

Una funcién afin es aquella cuya expresiéon algebraica es de la
formay=mx+b (m # 0), siendo b la ordenada en el origen. Su gré-
fica es una recta que pasa por el punto (0, b) y fiene pendienfe m.

c. Determina la pendiente.

d. Calcula el perimetro del tridngulo equildte-
ro, cuyo lado mide 8 cm.

c. Determina la pendiente y la ordenada
en el origen.

d. Si se recorren 60 km, ¢cudnto costard

B figura 2

| [ >
| 1. El perimetro de un fringulo equildtero, y, en 2. El alquiler de un carro viene dado por un Q
| funcién de la longitud de su lado, x, viene de- precio fijo de $ 25y se cobra § 5 por cada <
| .

! ferminado por la expresion algebraicay = 3 x. 10 km de recorrido.

|

| a. Construye una tabla de valores y represen- a. Construye una tabla de valores y re-

! ta graficamente dicha funcién. presenta la grdfica.

|

: b. Indica qué fipo de funcién has representado. b. Indica qué fipo de funcién has repre-

| sentado.

|

|

|

|

|

|

|

|

|

—

el alquiler del carro?

Prohibida su reproduccion
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2. FUNCION AFIN A TROZOS

Una funcion definida a trozos es aguella cuya expresion analitica no es Unica, sino que depende
del valor de la variable independiente.

Asi, la funcién dada por:

-x-1six<-3 -x-1six € (-0, -3)
f(x)=13 si-1<x<1 o bien f(x)=93 sixe(-1,1)
x-2six>1 X-2S8ix€[1,+ )

B figura 3
Es una funcién definida en tres trozos (fig. de la izquierda).

e Para calcular la imagen de un elemento x observamos a
2 qué intervalo pertenece y lo sustituimos en la expresidon ana-
i litica correspondiente a dicho infervalo. Por ejemplo:

43210 12 3 x . Six=—4sustitiimosen f(x) = —x— L Asi f (-4) = — (—4) =1 =3

2 e Six= -2, laimagen no estd definida, ya que -2 no pertenece a nin-
gun intervalo de definicién de la funcién.

* Six=0,5, sustituimos en f (x) = 3. Asi: £ (0, 5) = 3
e Six=1,sustiftuimosenf(x) =x-2 Asif(1)=1-2=-1

Puesto que las expresiones que definen cada uno de los tro-
8 zos tienen sentido para cualguier nimero real, el dominio
estd formado por la unién de los intervalos dados en la defi-
Podrds enconfrar funciones nicién de la funcion.
definidas en dos y en tres fro-

I

:

| 70s, respectivamente. En Ia si D (f) = (=, =3] U(—=1,1) U[1, +0) = (-0, =3] U (—1, + )
I

I

I

guiente pdgina: http://goo.gl/ ) ) ) )
g1bu70 Por otro lado, si olbbservamos la figura de la izquierda vemos

P s s s s ©que su recorrido es: R (f) = [~1, +o)

Funcién valor absoluto: f(x) = |X|

La funcién valor absoluto es una fun- y3n
cién definida a trozos.
2
x six=>0
= !
X six<0
43 2 10 1 2 3 4 ;
Su dominio es D(f) = R y su recorrido, ak
R(f) =[0,+ ) 2

M Tabla 3

>
3. Representa graficamente la siguiente funcidn definida a trozos y determina su dominio y recorrido: Q

fX)=92x+1 si-1<x<1 9 = x241 six>0

|
|
I
: -1 six<-1 x-1 six<0
I
I
! 2 six>3



Problemas resueltos ©

1. El fin de semana pasado, Juan hizo una salida en bicicleta para preparar la carrera del préximo domingo.
Al llegar a casa, estudié los datos que habia registrado mediante una aplicaciéon que simulaba un velo-
cimetro. Durante la primera hora, su velocidad media fue de 30 km/h. A continuacién, estuvo 30 minutos
descansando y después reanudé la marcha, consiguiendo en las 2 horas siguientes ir a una velocidad
media de 40 km/h. Estuvo entonces 30 minutos parado y, finalmente, recorrié el Gltimo tramo en 30 minutos
y a una media de 20 km/h.

a. Representa grdficamente la posicion, en funcién del tiempo, y determina qué distancia recorrié.
b. Indica el dominio y el recorrido de la funcién.
c. Halla la expresidn analitica que determina la funcién.

Comprension: Para hallar la distancia que recorrid, deberemos tener en cuenta que los datos que aporta el
problema son la velocidad y el tiempo, y tfendremos que relacionarlos con la posiciéon. Del mismo modo, para
dibujar y estudiar la grdfica, es importante organizar los datos por framos.

Datos:t1=1h,vl=30km/h,t2=0,5h,t3=2h,v3=40km/h,t4 =30min, t5=30min,v5=20km/h

Resolucién: Intenta resolver el problema individualmente. Para ello, tapa la columna de la respuesta y sigue
estos pasos:

Pasos: \
x(km)
1. Organizamos los datos por tramos, determinando en 120
cada uno la velocidad, el tiempo vy la distancia que 100
se recorre., 8
2. Dibujamos la grdfica de la funcién que representa la 60
posicion segun el tiempo, a partir de los datos, y ha-
. . . 40
llamos la distancia total recorrida.
. 20
3. Determinamos el dominio y el recorrido de la funcion.
4. Determinamos el tipo de funcidn y escribimos la fun- Of o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 th

cién analitica que la representa. o
3. En la grdfica vemos que se trata de una fun-

Respuesta cién definida a trozos, donde cada tramo es

constante o una funcién de primer grado:
1. Tramo 1:t1=1h,vl =30 km/h S distancia = 30 km

Tramo 2:t2 = 0,5 h, v2 = 0 km/h S distancia = 0 km

Tramo 3:t3 = 2 h, v3 = 40 km/h S distancia = 80 km 30t sio<t<1
Tramo 4: t4 = 0,5 h, v4 = 0 km/h S distancia = 0 km 30 si<t<1,5
Tramo 5:t5 = 0,5h, v5 = 20 km/h S distancia = 10 km f(t) = {30 +40(t — 1,5) si1,5<t<3,5
2. Dibujamos la grdfica a partir de los datos de la dis- 110 si35st<4
110 + 20(t—4) si4<t<45

tancia recorrida en cada tramo y el tiempo:

Comprobacidén: Sustituimos los puntos en la funcién y vemos que coinciden con la grdfica. Ademds, observa-
mos que las distancias que hemos obtenido son coherenfes con el enunciado.

Prohibida su reproduccion



U FUNCION POTENCIA ENTERA NEGATIVA CON N = -I, -2

Una funcion potencia es una funcién de la forma f(x)=x", (ne Z', fijo) en donde el exponen-
fe n es un numero redal fijo.

Si el exponente es negativo, estamos en presencia de funciones potenciales de exponente
entero negativo y las escribimos de la forma: f(x)=1/x" o f(x)=x™

Dependiendo de los valores de n (par o impar), las caracteristicas de las funciones varian
fanto en su dominio como en su recorrido.

Estudiaremos las dos funciones de potencia entera negativa mds relevantes:

1.cuandon=-1 2.cuondon = -2

4.1. Funcion potencia entera negativa con n=-1

Se trata de una funcion de proporcionalidad inversa. Esta funcidn expresa la relacién entre
dos variables inversamente proporcionales.

Si expresamos esta dependencia mediante una tabla de valores,
observamos que al multiplicar por una constante la superficie de la
boca, el tiempo de llenado queda dividido por la misma constante.
Se frata, pues, de dos magnitudes inversamente proporcionales

Tiempo dias

Superficie en cm? (x) 2 4 6 8 15
Tiempo en dias (y) 24 | 12

Se observa que el producto de un par de valores correspondientes
es siempre el mismo. Dicho producto corresponde a la constante de

proporcionalidad inversa. 2 - 24=4.12=6.8=8-6 = 48, OF s 1015 20 25 X
superficie(m?)

. . > 4
En general, x - y = 48; es decir, la expresion algebraica de esta funcion es: ¥ =T8

En nuestro ejempilo, las dos variables solo pueden tener valores positivos y la grafica de esta
funcién es una curva situada en el primer cuadrante de los ejes de coordenadas, que de-
nomMinamaos rama de una hipérbola.

En general, una funcién de proporcionalidad inversa estd definida para cualquier valor de
la variable x distinfo de 0, ya que no es posible la division para 0.

Una funcion de proporcionalidad inversa es una funcion cuya expresion algebraica es de la forma 'y =T
(k# 0), siendo k la constante de proporcionalidad inversa. La gréfica de la funcién es una curva, con dos
ramas denominada hipérbola

4. Determina la constante de proporcionalidad inversa y escribe la expresidon algebraica de cada
una de las funciones definidas por estas tablas de valores:

ALY

Q@ 'y 1 2 3 4 5 6 b 'y 2 3 5 % -0 -15
y 60 30 20 15 12 10 y 15 <10 6 5 3 2

0
0
o}
3

ko)
o
a
[0}
3
2
o}

o

Q
o

(a8

!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
\




Ejemplo 3

Representacion grdfica

S

Veamos ahora la funcion definida por la siguiente expresion algebraica: ¥y =7

A partir de la expresidn algebraica, deducimos que las variables son 4

inversamente proporcionales, con una constante de proporcionali- {
dadinversak=x-y=2. \‘

La tabla de valores correspondiente es:

Las ramas de la hipérbola estdn en el primer y el tercer cuadrante,
puesto que la constante de proporcionalidad inversa es positiva. Esto
indica que las variables x e y fienen el mismo signo.

. . . . _ 2
Consideremos ahora la funcidn cuya expresion algebraicaes:y = - =

A partir de la expresidn algebraica, se deduce que las variables fam- 1
bién son inversamente proporcionales, con una constante de propor-
cionalidad inversa k =x -y = -2.

Confeccionamos la correspondiente tabla de valores.

La grdfica de esta funcién es, pues, una hipérbola.

A diferencia de la anterior, esta curva tiene una de sus ramas en el segundo cuadrante y la otra en el
cuarto, ya que la constante de proporcionalidad inversa es negativa. Esto indica que las variables x e y

fienen distinto signo.

. e e

La grdfica de una funcién de proporcionalidad inversa es una curva con dos ramas denominada hipérbola.

Si la constante de proporcionalidad inversa es positiva
(k> 0), es decir, si las dos variables tienen el mismo sig-
no, las ramas de la hipérbola se encuentran situadas
en el primer y el tercer cuadrante.

Si la constante de proporcionalidad inversa es negati-
va (k < 0), las dos variables tienen signo contrario y las
ramas de la hipérbola estdn en el segundo y el cuarto ® figura 4
cuadrante.

Prohibida su reproduccién

5. Representa grdficamente las funciones obtenidas en la pdgina anterior.



4.2. Funcion potencia entera negativa con n =-2

Una funciéon potencia entera negativa tiene la formay =x? o y = %,ysu representacion
grdafica es:
_1 Ay
y 2
: 4 : :
-------- R il [ s B
-------- R I R EECEEECEEEE SEEEEEES
-------- S Aol 1] (RS CORS SOTERRS SRR
--------
-------- CRRRRRb /2l P i Wl b bl
-------- SEELTESY CEEETTEY ELEEET N ERTEEETE SETLEEEE
-------- i -] B N
3 -2 -1 0 1 2 3%
-------- ] S S
n n _1 n n
B figura 5

A partir de esta grafica podemos deducir las propiedades de la funcién: y =%

e Dominio: xeR, x # 0

* Recorrido:y >0

* Simetrias: f (—x) = f (x). Es par: simétrica respecto al gje V.
* Asinfotas: y = 0 es asinfota horizontal (f(x) > 0 para toda x).

Sea f una funcién definida en un infervalo de R, dicha funcién es convexa en el intervalo si todo segmento
gue une dos puntos de la grdfica queda por encima de la grdfica. En ofras palabras una funcién es con-
vexa si y solo si el conjunto de puntos situados en o sobre el grdfico es un conjunto convexo.

1
X2
(-e0,+00), debido al punto x = 0.

* La funcion f(x) = es convexa en los intervalos (0,+) y (-0,0), pero no es convexa en
e Crecimiento y decrecimiento:
crece de (-0, 0); y decrece de (0, +).

* Es discontfinua en x=0; ya que f{0) no estd definida.

§

[} f

é i 6. Dilas propiedades y representa graficamente la funcion:
g | 1 1

2 | X) = — . =
A NRANCE):
5 ! _2 -3
£ ! o y=—% dy (x+ 1y



5. FUNCION RAIZ CUADRADA

Representacion grdfica. Propiedades

La funcidn raiz cuadrada o funcion radical estd dada por la
ecuacion f(x) = & y solo fiene sentido para los valores de x
gue cumplan con la condicidn , ya que en el conjunto de
los nUmeros reales las raices de indice par con radicando
negativo no estdn definidas.

El conjunto de pares ordenados de la funcion fienen la for-
ma (x; &). Y al representar los pares de puntos, obtenemos
la grdfica de la funcion:

| figura 6 VA
—
(X)=1VX
////-
1
-
0 X

A partir de esta representacion grafica analicemos sus pro-
piedades.

e Dominio: El dominio estd formado por todos los valores
que hacen que el radicando sea mayor o igual que 0.
Si el valor de x fuese negativo no seria una funcién raiz
cuadrada.

e Dom:x€R* x>0 o (0,+0)

* Recorrido oimagen: {y e R; y>0}

* Monotonia : Creciente en fodo su dominio
* Valor minimo: 0

* Punto de corte conelejex:x=0

* Paridad: No fiene

Si multiplicamos & por un valor positivo cambia el ancho
de la media pardbola.

Pero si multiplicamos & - r por un nUmero negativo te da la
ofra mitad de la media pardbola horizontal.

Y TAMBIEN:

¢Sabias que? La funcidn raiz
cuadrada se encuentfra vin-
culada a la Teoria Lineal de
las Olas; esta teoria indica
que la raiz cuadrada del pro-
ducto de la profundidad del
agua, por aceleracion de la
gravedad, es la celeridad o
velocidad de la onda que se
acerca a la costa en aguas
poco profundas.

C=f(h)=\/gxh

Esta misma férmula se utiliza
para determinar la velocidad
de los tsunamis y permite co-
nocer el tiempo que demora-
rd en azofar a una costa en
particular.

El estudio de las condiciones
del olegje reviste gran impor-
tancia por su aplicacion en las
plataformas marinas, petrole-
ras, los rompeolas entre otros.
Para conocer mds :

b. y=-wX+1

a y= x+1

—

e

7. Representa graficamente la funcidon, a partir de la tabla de valores:

http://goo.gl/1133t5
B figura 7
SRR 1 e
LA e
LR E R R
2 0 1 2 1 4 1 6 rox
ERCIR I My, SR D
HON -4 C o
B figura 8
ysu
40 vz;(
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6. FUNCIONES RAIZ CUADRADA. TRASLACIONES

Traslacién de grdficas
Al grdfico de esta funcién se le pueden aplicar traslaciones horizontales, hacia la derecha
o hacia la izquierda.

Cuando la funciéon fix) = Vx, no se encuentre centrada en el origen, la funcion adopta la

forma: f(x) =\/(x + h)

S

< Representa f(x) =\/(x- 1) VA i
o R i
Q La representacion de esta funcién significa que . |
GEJ frasladamos una unidad hacia la derecha al gréfi- :
fmlll Co de la funcion fx)= \/; operando del mds infer- :
no al mds externo. !

|

A la funcién f(x) = \/; también se le pueden des- | |
plazar aplicando otras traslaciones, es decir, en // |
sentido vertical. Por tanto la expresion general que 5 B 7 6 b5 4 5 2 40 ¥ g § |
obtenemos es: ' |

|

|

f(x)=\/(x+h) +k " !

5 |

El valor de h indica un desplazamiento horizontal 6 |

de la grdfica, pero en forma contraria al valor in- ) |
dicado por h. - |

|

Por ejemplo, en la funcién f(x) =/ (x + 2) - 3. la gr&- i

fica se desplaza dos unidades a la izquierda. !

|

El valor de k indica un desplazamiento vertical de |

la grdfica, en el mismo sentido que indica h. Por |
ejemplo, en la funcién f(x) =1/ (x + 2) - 3, la grdfica 3 |

se desplaza fres unidades hacia abagjo. 2 |

1 |

Analizando las propiedades de esta funcion: ' = |

0 |

—Dominio: Dom: XeR; x>2 0 (-2,+00) 4321 2 ox

|

—Recorrido o imagen: ye R; y>-3 e |

> |

—Monotonia : Creciente en tfodo su dominio |

|

—Punto de corfe con el ejex:x =7 |

|

—Paridad: No tiene |

/

8. Analiza y representa gréficamente las siguientes funciones:

a. fx)=\x-5 d fo)=y\x-1 +I
b. y=yx+3 +2 e. fix)=-yx-5
c. fX)=-yx-1 +1 f.o(X)=\x-2

C
0
(O]
8]
3
B
o
o}
o
3
2
o
o
Q
<
[
[a N

e e




7. FUNCION VALOR ABSOLUTO DE LA FUNCION AFIN. PROPIEDADES

Las funciones en valor absoluto siempre re- ] 7
presentan una distancia o intervalos. Es de-
cir es una funcién definida a trozos:

-X six<0

X six=>0 iEms
R|=[ X

B figura 9

A partir de su grafico podemos analizar las propiedades fundamentales:
—Dominioes D (f) =R

—Recorrido, R (f) = [0, +o0).

—Monotonia: decrece de (-0,0] y crece [0;+o0)

—Es simétrica respecto al gje y

Las funciones en valor absoluto se transforman en funciones a trozos, siguiendo 10s siguientes
PASOS:

—Se iguala a 0 la funciodn, sin el valor absoluto, y se calculan sus raices.
—Se forman intervalos con las raices y se evalla el signo de cada intervalo.

—Definimos la funcién a trozos, teniendo en cuenta que en los intervalos donde la x es nega-
fiva se cambia el signo de la funcion.

P i e e e e

1 1 1 1
il b B Bl o

===

Primero expresamos como una funcién atrozos oA oo.oogloonoonooloaols -

] -x-3) six<3
S = x-3 six=>3

Siguiendo el procedimiento anterior

Igualamos a 0 la funcidén, sin valor absoluto: x - 3=0 - x = 3 6 -4 I2 0 2 4 é
La x se intercepta en el punto (3, 0)

Propiedades: Dominio es D (f) = R+

—Recorrido, R (f) =R+ ; [0, +o0).

—Monotonia: Decrece de( -0;3] y Crea [3;+e0)

S
8
3
f o
I ®
. 9. Representa graficamente las siguientes funciones e indica las propiedades de cada una de ellas: 3
! O
L a y=Ix+3] c. y=|x-3| e y=1|-2x+3| 5
I o
= _ = - X o

. P SO =1x-4] d fx)=|x-2]| fog() =% +3l



Y TAMBIEN:

Las propiedades de la suma
de funciones son:

Asociativa:
(f+g)+h=f+(g+h)
Conmutativa:
ftg=g+f

Elemento neutro:

f+o=f
O(x)=0paratodox €D (f):

f+0=f
Elemento opuesto:

Dada una funcién f(x), exis-
fe una funcién -f (x) fal que:

f+(H=0

Las propiedades del producto
de funciones son:

Asociativa:
(f-g)-h=f-(g-h)
Conmutativa:
f-g=gf

Distributiva de la suma:

f-(@+h)y=f-g+f-h
Elemento neutro:
[(x) =1 paratodo x € D(f):

f1=f

Dadas las funciones f(x) = 2 y g(x) =x+ 2, calcule la funcidon suma, la funcidn resta y la funcién produc-
X

8. OPERACIONES CON FUNCIONES REALES

Entre funciones reales de variable real, se pueden definir di-
versas operaciones.

8.1. Suma y resta de funciones

Sean fy g dos funciones cuyos dominios son D(f) y D(g).
La funcion suma, f+ g, y la funcién diferencia, f- g, son fun-
ciones que asignan a cada ndmero real x, la suma 'y la dife-
rencia, respectivamente, de las imagenes por la funcion fy
la funcion g:
f+g)x)=fx)+gx). vxeD()nD(g)
(F-8) () =f(x)-g(x). Vx€D(ND(g)

El dominio de las funciones suma y diferencia es la intersec-
cién de los dominios de fy g:

D(f+g)=D()nD(g)

8.2. Producto de funciones

D(f-g)=D()nD(g)

Sean fy g dos funciones cuyos dominios son D (f) y D(Q). La
funcion producto, f- g, es la funcion que asigna, a cada nud-
mero real x, el producto de las imagenes por la funcién fy
por la funcion g:

F-g)x)=fx)-gkx) VvVxeD()nD(g)
El dominio de la funcién producto es la interseccién de los
dominios de fy g:

D(f-g)=D(HnD(g)

o, y determine el dominio de cada una de ellas.

Suma: (f + g)(x) = f(x) + g(x) = 3
X

Comprensién: Obtenemos las funciones suma, resta y multiplicaciéon, operando las expresiones analiticas,
y para el dominio determinamos la interseccidon de ambos dominios.

Resolucion:

Resta: (f - g)(x) = f(x) - g(x) =

Producto: (f - g)(x) = f(x) - g(x) = % S(x+2) =
X

Para hallar el dominio, determinamos primero el dominio de las funciones fy g:D (f) =R -{2}; D(g) =R

El dominio serd la interseccion de ambos: D (f+g) =D (f-g)=D(f-g)=D(f) nD(g) =R - {2}

2 _ 2 _
+(X+2)=3+x 4=x 1
2 X=-2 X=-2
_x2 )
3 —(x+2)=3 x+4= X
2 X=2 X=2
3x+6
X=-2

Ejemplo 6

Prohibida su reproduccion

Comprobacién: Puedes dar diferentes valores a x y comprobar que, por ejemplo, f(x) + g(x) = (f+ g)(x),

fE)-gx)=(-8)X)yf(x) gx)=( g)Xx).




8.3. Cociente de funciones

Sean fy g dos funciones cuyos dominios son D(f) y D(g).

La funcidn cociente de fy g, (L) es la funcidn que asigna,
g

a cada ndmero real x, el cociente de las imagenes por la

funcion fy la funcién g, siempre que g(x) # 0:

f f(x)
—|(x) =
g g(x)
El dominio de la funcién cociente es la inferseccion de los do-
minios de fy g menos los puntos que anulan el denominador.

D(f/g)=D()nD(g)-{x|g(x)=0}

5

3

5 f flx) 2-x 3
Resolucion: | — [(x) = = -
g g(x) X+2 4 - x2

anula g(x):

f

g

Dadas las funciones f(x) = ZL y g(x) =x + 2, calcula la funcién cociente

D(—) = [D()yN D(g)] - {-2} =R -{-2,2}

|

Y TAMBIEN:

En la composicidon de funcio-
nes, se nombra en primer |u-
gar la funcién de la derecha,
porque es la primera en ac-

tuar sobre x:

Se lee: «f compuesta con g».

f

g

D(H=R-{2yD(g) =R-{-2} yaqueg(-2)=0

(goH x)

) y determina su dominio.

Comprensién: Obtenemos la funcidn cociente, operamos las expresiones analiticas y hallamos el domi-
nio determinando la inferseccién de los dominios y los puntos que anulan a g (x).

Para hallar el dominio, determinamos primero el dominio de las funciones fy g, y los puntfos donde se

10.Sif(x)=x2%-1,g(x)=2x+3yh(x) = . halla:

a fM+g®

2
(x+1)

b. f(x)+h(x)

c. h(®-g@®

d. g(x)-h(x)
| e [0 Eg®
A TCORYE))
| f&
Y
i £
e

N
o
[}
£
o
[Ty
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Ejemplo 9

Prohibida su reproduccion

La composicién de funcio-
nes cumple la propiedad
asociativa:

fo(goh)=(fog)oh

Sin embargo, no cumple la
propiedad conmutativa:

(8of)#(fog)

El dominio de (g o f) es el con-
junto de las x del dominio de
£ tales que f (x) esté en el do-
miniode g. D (geof) ={XEf(X)
|fx) €D ()}

o]
o
o
£
(V)
i

8.4. Composicion de funciones

Dadas dos funciones fy g, definimos la funcién compuesta
defyg (geof). como lafuncidén obtenida al aplicar la fun-
cién fa un conjunto real y, a contfinuacion, la funcién g a su
imagen.

(8o =g () x=f(x) > g (F(x)

S

Dadas las funciones f(x) =x2-4y g (x) = 3x + 6, calcular las fun-
ciones compuestas (geo f) (x) y (fe g) (x). y halla su dominio. ¢Son
iguales estas funciones?

Comprension

Operamos las expresiones analiticas en el orden preciso, es decir,
empezando por la derecha.

Resolucion
(20 ) (X) = g(F(x) =g(-4) =3(2—4) + 6 =3 — 12+ 6= 3% — 6
(fog)(x) = f(g(x)) = f(3x+6) = (3x + 6)* — 4 = 9x* + 36x + 32

En ambos casos las funciones son polindmicas, de forma que el
dominio es R. Observamos también que (fo g) # (go f).

S

Dadas las funciones:

2x+3

fG)=x+3,8(x) =

Comprensién

La composicién de funciones no es conmutativa. Por lo tanto, debbemos respetar el orden de composicion

Resolucion

<2 yh®) = \/ COS X,

Calcular:a.fog, b.gof c.gofoh.

2x+3 3x?
+ =

+2x+3

a. fog= f(gx)= 3

X2

X2

2. (x+3)+3  2x+9

b. 8o f=8 ()= 3oy~ Gaay

c. go foh=g(f(h(x))) =g (cosx +

3) - 2(/cosx +3)+3 _ 2yJcosx +9
(Jcosx +3) (Jcosx +3)°

e e

11. Determina (fog) (x) y (gof) (x) pa

a fe=x*-1. g(X)=]; d. fix)=x2-2x-3, g®) = X +1
b. fix)=x2+5x+6, gx)=\x-5 e fix)=1-4x+x2, g(x)=33X
c f(X)=2%: 2%, gx)=2x*-3 f. A% x)j1 o) = X)+(3 .

ra.




Problemas resueltos ©

1. Dadas las funciones f{x) =+ y g(x) = x-2, calcula Ic_Jquncmn suma f+ g, la funcién diferencia f- g, la funcién
producto f-g, la funcién f. g y la funcién cociente g y halla el dominio de cada una de ellas. M

Para hallar la expresidon analitica de f+ g sumamos las expresiones analiticas de las funciones fy g:

(f+8) )= )+ g ()= +x-2- X2
Efectuamos un proceso andlogo para f g fgy _g

(f'g)(X)=f(X)-g(x)=T-(X_2)=?_X+2

_1-x2+2x  _ X%+ 2x +]
X X_ 1 x-2
(f 8 ®=fx).gx ‘7-(X-2)= <
[ J fy . x o 1 1
g(x) "% X(x-2) x-2

Para hallar el dominio de f+ g f-g fgy —L deferminamos primero el dominio de las funciones fy g:
D(f)=R-{0}D(g)=

Luego los dominios que pide el enunciado serdn:

D(f+g)=D(f)nD(g)=R~-{0}

D(f-g)=D(f)nD(g)=R~-{0}

D(fxg)=D(f)nD(g)=R~—{0}

p(£ |=D (/) nD(g) - x e RIgx)=0} = R- 0,2}

1. Considera un tridngulo equildtero de lado x, altura h y drea A. Expresa:

a. La altura del tridngulo en funcién del lado x.
b. El drea del tridngulo en funcién del lado x.

—Calcular el drea del tridngulo para x = 2. M

« Dibujamos el tridngulo e indicamos los datos del O Expresamos la altura del tridngulo en funcién del

enunciado. La altura h es perpendicular al lado lado aplicando el teorema de Pitdgoras.
del trigngulo y lo divide en dos mitades iguales de 2 2 2
longitud X hz:xz'(%:"“x—:s—xﬁh:@x
gitud 2. 2 4 4 2
Por ofro lado, el drea del tridngulo es: b. Para expresar el drea del tridngulo en funcién
del lado sustituimos h en A=% con lo que
. -h 2
A = base 20I’ruro - XT resulta:
X % V3
A= 2— = @ x?2
h 2 4

El &rea del fridngulo para x = 2 es:

A=@-22=ﬁ
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Un polinomio en una indeter-
minada x es una expresion
algebraica que puede redu-
cirse a la forma:

ax"+a x"'+..+ax+a
n n-1 1 0

donde o, a_, ... a, a;son nU-
meros reales y n es un nimero
natural,

Una funcién polindmica vie-
ne dada por la expresion po-
linémica:

— n n-1
y=ax"'+a X" +..+ax+a,

dondea,a_,, .. a,a, son ny-
meros reales y n es un nimero
natural.

Area (m?)

-
-
=)

1000

500

<
.-
5 10 15 20 25 30 35 40

Distancia (m)
H figura 10
VA o
=110, 1009
J-.,_
5=
(NE
5 =
[ I L ] T,
o 5 W 15 W X
B figura 11

9. REPASO DE LA FUNCION DE SEGUNDO GRADO

Las funciones de segundo grado son funciones polindmicas
de grado dos, cuya expresion algebraica es de la forma: y =
ax? + bx + ¢, donde a # 0. Su representacion grdfica es una
pardbola y son conocidas como funciones cuadrdticas.

En este apartado repasaremos las funciones de segundo
grado.

25
20

25-x
20-x

40-x X 40
40

B figura 12 B figura 13

Una familia dispone de un terreno rectangular de 40 m de
largo por 25 m de ancho.

Supongamos que desean edificar una superficie rectangu-
lar, en uno de los dngulos del ferreno, y a igual distancia de
los extremos, como se indica en la siguiente figura.

Si llamamos x a dicha distancia, podemos expresar la de-
pendencia del drea de la zona edificada, y, con relacion al
valor de x en la siguiente tabla de valores.

Distancia en metros (x) 0 5 10 15 20 25
Area en metros cuadrado (y) 1000 | 700 | 450 250 100 0

Observa que el valor de x no puede ser ni mayor que 25 ni
negativo.

La expresion algebraica de esta funcién viene dada por:
y=(40-x)-(25-x)=>y=x2-65x+ 1000

Decimos que es una funcién cuadrdfica y que su dominio
es (0, 25). Su grdfica es un frozo de pardbola cuyas ramas
estdn abiertas hacia arriba.

Consideremos, ahora, que desean edificar una superficie
rectangular cuyo perimetro sea de 40 m.

El drea de la zona edificada dependerd de las dimensiones
del rectdngulo, como puedes observar en la figura de la
derecha.

Si llamamos x a la base del rectdngulo, la altura serd 20 - x,
ya gue el perimetro del rectdngulo es de 40 m.



Podemos expresar la dependencia del drea de la zona edi-

VA = ficada, y en relacién con la longitud x de la base del rectdn-

= | (10, 1003 gulo, en la siguiente tabla de valores.

Base del rectdngulo en metros (x) 0 5 10 15 20
Area en metros cuadrado W) 0 75 100 75 0

Observa que el valor de x no puede ser ni mayor o igual que

25 20 ni menor o igual que 0.

La expresidn algebraica de la funcidn viene dada por:

s
=
==
in
.=
B

y=x-(20-x)=>y=-x2+20x

" figura 14 Se frata de una funcién cuadrdtica, cuyo dominio es (0, 20).

Su grdfica es un tfrozo de pardbola cuyas ramas estan orien-
tadas hacia abagjo.

a0 Observa que la figura 14 presenta un mdaximo absoluto en
x = 10 y que es simétrica respecto a la recta x = 10. Decimos
que el punto en el que se alcanza el mdximo, es decir, el
punto de coordenadas (10, 100), es el vértice de la pardbola
' y que larecta x = 10 es el eje de la pardbola.

e e

Una funcion cuadrdtica es aquella cuya expresion algebraica es
de laformay = ax?* + bx + c (a # 0).

| figura 15

Su grdfica es una curva llamada pardbola. Esta curva cumple las
y A siguientes caracteristicas:

e Sia> 0, las ramas de la pardbola estdn orientadas hacia arriba
y el vértice de la pardbola es el punto cuya abscisa es el mini-
mo absoluto de la funcién.

e Sia<0,las ramas de la pardbola estdn orientadas hacia abajo
y el vértice de la pardbola es el punfo cuya abscisa es el mdxi-
mo absoluto de la funcién.

* Es simétrica respecto de la recta paralela al eje OY que pasa
por el vértice.

Esta recta es el eje de la pardbola.

H figura 16

!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
\

v

12. La base de un rectdngulo excede en dos unidades a la attura. Construye una tabla de valores y repre-
senta gréficamente la funcién que nos da el drea del rectdngulo con relacién ala longitud de la altura.

—Determina la expresidn algebraica de dicha funcién.,

13. Desde una altura de 2 m, lanzamos una pelota verticalmente hacia arriba con una velocidad
inicial de 30 m/s. La altura de la pelota respecto al suelo en funcién del tiempo viene dada por la
expresion: h (t) =2 + 30t - 5t2

|
|
i
—Construye una fabla de valores para el intervalo de t entre 0y 6 s, y representa gréficamente dicha |
funcion., I

I
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9.1. Grdfica de la funcién cuadratica

Observa en la siguiente figura, La pardbola es una curva simétrica respecto de su eje, que

las fransformaciones llevadas es la recta que pasa por su vértice y es paralela al eje 0Y.
cabo para la pardbola y = x2,

Elementos de la pardbola

A continuacién, mostraremos cémo podemos obtener anali-
ticamente los elementos mds caracteristicos de la pardbola,
que resulta de representar gréficamente una funcién cuo-
drdtica, cuya expresidn algebraica es:

y=fx)=ax’+bx+c

Coordenadas del vértice

W figuia 17 Observa la figura. v 4
- y=ax'+ oK+
Ecuacion Vértice
1. y=x? 0,0 W=
2. y=(x—m)? (m. 0)
3. y=a(x—m)? (m. 0)
4, y=a(x—-m)*+n (M)
a=k E
o o = X
= X
pe- 2 -
20 | figura 18

Los puntos en que la pardbolay = ax* + b x + ¢ corta a la recta y = ¢, los obtenemos resol-
viendo el siguiente sistfema.

y=ax*+bx+c
y=¢

Podemos simplificar: ax? + bx =0=x=0,x = -%

Por simetria, olbservamos que la abscisa del vértice es el punto medio p.

(3
a b
p= 2 " 2a
Asi pues, la abscisa del vértice, que coincide con la ecuacién del eje de la pardbola, es: x =- %

Una vez obtenido el valor de la abscisa, lo sustituimos en la ecuacién de la pardbola para
hallar el correspondiente valor de la ordenada del vértice; q=f (%)

4
i 14. Calcula las coordenadas del vértice de las siguientes funciones.
|
| a y=3x2-x+1 c. y=-10x>-5x+7
|
' b. y=6x2-2x+9 d. y=8x2+8x-11



Puntos de corte con el eje OX
Observa la figura.

Los puntos de corte de la pardbola con el eje 0X son los
puntos de coordenadas

(%, y) cuando y = 0. Ademds, sabemos que:

y =ax*+ bx + c=0>x=0ex=2%Vb-dac 5’;'4“

Asi, las coordenadas de los puntos de corte con el eje 0X
son de la forma (%, 0), en los que el valor de x viene dado
por las soluciones de la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0.

B figura 19

Recuerda que si el discriminante de la ecuacién de segun-
do grado es negativo, la ecuacién no tiene solucién vy, por
tanto, la pardbola no corta el eje 0X.

Punto de corte con el eje OY

Observa la figura.

El punto de corte de la pardbola con el eje OY es el punto de
coordenadas (x,y) cuando x = 0. -

=0-y=a0*+b.0+ >
X -y a C T ™10 LI B .

Por lo tanto, el punto de corte es el de coordenadas (0, c). B figura 20

P el e e e e e

Encontrar las coordenadas de los puntos de corte con los ejes de la pardbolay = x* + 6 x - 1.
—Calculamos los puntos de corte con el eje OX. y =10

x* + 6x-1=0 = aplicando la férmula cuadrdtica:

-b+vVb’-4ac _ -64+V36-4-1-(-1) _ -6+V36+4
2a - 2-1 - 2

-6 +40
2

Ejemplo 10

=0,16 X, =

2

=-6,16

1

-6 - V40
2
x,=0,16 ; X, =-6,16
La pardbola corta el eje 0X en los puntos (0, 16,0) y (- 6, 16, 0).

Calculamos los puntos de corte con el gje OY.

I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
i Cuandox=0-y=-1
I

| La pardbola corta el eje OY en el punto (0, -1).

15. Halla analiticamente el vértice, el eje y los puntos de corte con los ejes de coordenadas de las
pardbolas dadas por las siguientes funciones cuadrdticas.

a. y=8x2-2x C.y=-x2-2x+1
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Representacion de la pardbola

Veamos cémo podemos representar una pardbola a partir de sus elementos caracteristicos.

Para hacerlo, observaremos si las ramas de la pardbola estan orientadas hacia arriba o ha-
cia abajo, obtendremos las coordenadas del vértice, la ecuacion del eje y, en caso de que
corte los ejes, calcularemos las coordenadas de estos puntos de corte.

ke
0
O
3
ko)
o
o}
o
3
a
o}
o
o)
<
o
[a N

e e e

Representar la grafica de la funcién cuadrdtica cuya
expresion algebraica esy = -x2-2

—Escribimos los coeficientesa, by c;a=-1,b=0y c=-2

—Observamos la orientaciéon de las ramas de la pa-
rdbola: como a = -1 < 0, las ramas de la pardbola
estdn orientadas hacia abajo.

—Calculamos la abscisa del vértice, que coincide
con la ecuaciéon del gje.
= -b = O

XZ2a~ 2.

—Sustituimos el valor de la abscisa en la ecuaciéon de
la pardbola para calcular la ordenada del vértice.,

y=x2-2=-02-2=2
Asi pues, las coordenadas del vértice son: V (0, -2).

Observa que la recta x = 0 es el eje 0OY. Asi, al repre-
sentar la pardbola, hemos de tener presente que es
simétrica respecto del eje OY

—Calculamos los puntos de corte con el eje 0X
que son los de la forma (x, y). tales que y = 0:

y =0 & x?- 2 =0. El discriminante de esta ecuacion
esb?-4ac=-8<0; porlotantfo, la ecuacion no tiene
solucién. Asi, la pardbola no corta el eje OX.

—Calculamos el punto de corte con el eje 0Y,
que es el de la forma (x,y) falque x=0:x=0=
y =-0%-2 =-2. Asi, este punto es el (0, -2).

Observa que solo hemos obtenido el punto (0, -2).
Por ello, para representar la gréfica, calculamos las
coordenadas de mds
puntos. Basta con cal-
cular las coordenadas
de puntos de abscisa
positiva, ya que la grafi-
ca es simétrica respec-
to al eje OY.

X 1 2 3
y 3 -6 -1

Representa la grdfica de la funcién cuadrdtica cuya
expresion algebraica es y = x*+ 2x.

—Escribimos los coeficientesa,byca=1,b=2yc=0.

—Observamos que las ramas de la pardbola estdn
orientadas hacia arriba, porque a > 0.

—Calculamos las coordenadas del vértice:
X = b_.2 -1. Luego sustituimos el valor de x en
2a 2.1 “HUeg
la ecuacion original: y = x*+ 2x.
y= (-1)2 +2.(-1)=-1
—Sustituimos el valor de la abscisa en la ecuacion de
la pardbola para calcular la ordenada del vértice.

y=x*+x=(-1)>4+2.(-1)=-1

Las coordenadas del vértice son; V (-1, -1).

—Calculamos los puntos de corte con el gje 0X
que son los de la forma (%, y). fales que y = 0: y
=0ex2+2x=0ox=056x=-2 As, la pardbola
corta el eje OX en los puntos (0, 0) y (-2, 0).

—Calculamos el punto de corte con el eje OV,
que es el de laforma (x,y) falquex=0:x=0=
y=022+2.0=0.

Asi, este punto es el (0, 0). YA

Hemos obtenido el eje y y=x+ox |
tres puntos de la pardbola.

A partir de estos datos,
representamos la grdfica. -




9.2. Tipos de funciones cuadrdticas

Segun su expresion algebraica, existen diferentes tipos de funciones cuadrdticas.

Una funcion cuadrdtica es una expresion algebraica de la formay =ax* 4+ b x + c donde a
# 0. Observa |a siguiente tabla en la que se muestran las distintas expresiones algebraicas
obtenidas a partir de los valores de los coeficientes a, b y c.

Si accedes a la pagina http://
www. mat.uson.mx/eduardo/
calculo1/Des cartes/parame-
tfros/graficacionparametros.
htm, encontrards pardbolas
de la forma a (x - b)? + c¢. Vo-
ria los pardmetros a, by c y
observa las diferencias en la
grdfica..

y=x%x*-2x

M Tabla 7

Valores de los coeficientes Expresiéon algebraica
c=0 y = ax?
b=0
c#0 y=ax’+c
c=0 y=ax*+bx
b+0
c#0 y=ax*+bx+c

M Tabla 6
Si consideramos diferentes funciones, como pueden ser:

y=x* y=x*-4 y=x*-2x y=x*-2x-3

y las representamos grdficamente, observamos que cada
expresion algebraica corresponde a una pardbola diferente.

y=x*-4

I
I
I
I
I
I
I
:
I
\

17. Clasifica cada una de estas funciones, segun su expresién algebraica, y lleva a cabo su represen-

tacion grafica:

a y=2x*

c. y=-x*+3
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En esta tabla se recogen las graficas de los diferentes tipos de funcidén cuadrdtica segun su

expresion algebraica.

a>0 a<o
v A A
0 >
y= aX2 0 i X
y4 ya VA YA
=ax’+c —_—
J 0 X X 0 0 >
X X
c>0
c<0 >0 / ¢ <0
VA VA, VA y:A
I I | |
| | | |
1 1 x=38  x=m
I I X
—ax? S ! —A —
yEaxbx - S0 % o~ b 0\ x N x
~2a | 1 °7 2a ! !
| | 1 |
b>0 |  b<o b>0 | | b<0
VA, Vi A y Al y}A
i i Eje:x =m >0 ! Eje:x =m <0 !
y=ax*+bx+c 5 i i { 04" 0
a, bl c#0 o\ e i A0 ; | X | ; X
Eje:x=m >0 i Eje: x =m <0 i i i
M Tabla 8
I N
:18. Halla los puntos de corte con los ejes
o A
I de coordenadas, el vértice y la ecua- v} Y Y
! . ) L 10 10 10
| cion del eje de las grdficas de las fun- . . N
: ciones cuadrdticas que se muestran a 5 5 5
: la derecha.
| _ — —
119. Dibuja la gréfica de una funcion cua- ’ \y oo S T ’ \y e
: drdtica que no corte el eje OX y que -5 - -5 :
I\ tenga las ramas hacia arriba. a b c :
|



Problemas resueltos ©

Modelos matematicos con funciones cuadraticas

1. Un granjero dispone de 24 m de valla para cercar una parcela rectangular. ;Cudles han de ser las dimen-
siones de la parcela para que el drea encerrada sea la méxima?

— Vuelve a leer el enunciado.
— Anota los datos que dispones y los que te piden.

Planificacion de la resolucion

Observamos que existen muchas parcelas rectangulares cuyo perimetro es 24 m. (fe mostramos algunas de ellas).
Se frata de hallar, entre todas las posibles, la que tiene el drea mdxima.

4

6 7 X

Ejecucién del plan de resolucién Comprueba que para los valores x =6 ey = 6 el
darea es maxima.
a. Consideramos una parcela rectangular de base x

Como el drea de la parcela es:
y de alturay.

y =(12-x).x, es decir y = 12x - X% en esta ecuacion se

Puesto que el perimetro es 24 m, debe cumplirse: buede observar que el valor de a es -1, por fanto , Ia

2x+2y=24 grdfica es una pardbola que abre hacia abajo, sien-
O lo que es equivalente: x +y =12 do asi el vértice (altura), donde estd el punto mdéximo.
b. El drea de esta parcelaserd: A=x -y Luego, hallamos las coordenadas del vértice:
Comox+y=12 setfieney=12-x. h=_b _ -12 _ -12 _ ¢
Si sustituimos y en la férmula del drea, resultar: R z-a z2-(D -2
A=x-y=x-(12-x) =x*+12x Y y=12(6) - (6)2 =72-36=36
c. Finalmente, escribimos la funcién f(x) que nos da el 40
drea de cada parcela en funcién de su base y la 364 ——— P (6, 36)

representamos graficamente:

En la grdfica, se observa que esta funcidn tiene un 30
mdaximo en x = 6.

La altura del rectdngulo serd:
y=12-x=12-6=6
El drea serd mdxima cuando x = 6 e y = 6; es decir,

cuando el rectdngulo sea un cuadrado de 6 m de
lado

Revisién del resultado

Revisa los cdlculos realizados fanfo en las operaciones
como en la representacion grdfica de la funcién.
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80

y problemas propuestos

) Funcién afin a trozos

1. Halla la expresién algebraica de la funcién afin,
que pasa por el punto P (2, 7) y cuya represen-
taciéon grdfica es una recta paralela a la gréfica
de la funciény =2 x.

2. Halla la expresion algebraica de la funcidn afin,
que pasa por el punto P (1,-5) y su ordenada en
el origen es igual a -2.

3. Halla la expresion algebraica de la funcién afin
cuya representaciéon grdfica es una recta que
pasa por el punto A (- 2, 1) y cuya pendiente es

; 4
la 2
iguala =

4. Representa graficamente la funcién fdada por
la siguiente tabla de valores:

a. Indica qué tipo de funcién has representado.

b. Determina la pendiente de la recta y la orde-
nada en el origen.

c. Halla el dominio y el recorrido de la funcion.

d. Obtén el valorde fparax=—1

5. Representa graficamente la siguiente funcién e
indica su dominio, recorrido y crecimiento.

X si0<x<1
Y=ix-1 sil<x<2
x-3 sid<x<4

6. Enla figura se representa la funcién f.

A

-Indica su dominio y su recorrido.

\ 4

7. Representa grdaficamente las siguientes funcio-
nes e indica su dominio y su recorrido.

2x+ 6 Six<-2
fx)=1{x*-2 si2<x<1
1 six>1

8. Observa la siguiente grdfica definida a trozos:
vy A

a. Halla la funcién para cada framo.

b. Halla los periodos de crecimiento y decreci-
miento, los mdaximos y los minimos, y los pun-
tos de corfe con los gjes.

9. Un corredor realiza una maratédn (42 km) en 3 ho-
ras, de la siguiente manera: durante la primera
hora, recorre 18 km; en la segunda, 16 km, mo—
mento en que sufre una pequena lesidn que le
obliga a ser atendido durante 15 minutos; en los
siguientes 30 minutos, realiza 7 km, se detiene du-
rante 10 minutos y en 5 minutos hace 1 km.

a. Dibuja la gréfica posicién-tiempo y la gréfica
velocidad-tiempo.

b. Define el dominio, el recorrido, la continuidad
y los intervalos de crecimiento de las grdficas

D Ejercitacion de funciones reales
y operaciones con funciones

10. Halla el dominio y el recorrido de las siguientes
funciones:

a. fix)=V(x-3)(x+3)
b. fix)=V(x-2)
c )=\ x+2x+1)

11. Representa gréficamente la siguiente funcién:

X+6 six<1
fx) = 3 sil1<x<3
2x-3 six>3



12.

14.

15.

y problemas propuestos

Queremos construir tridngulos cuya drea sea 6 cm2,

a. Completa la siguiente tabla de valores corres-
pondiente a la funcién que relaciona la base
con la altura, de cada uno de los tridngulos:

Base en cm (x) 2 4 6 8 10

Altura en cm (y)

b. Representa grdficamente la funcién obtenida
y escribe su expresion algebraica. ¢De qué
fipo de funcidn se trata?

. El tiempo que tarda un auto en recorrer una de-

terminada distancia depende de la velocidad
es la que este circule. La funcién que relaciona
la velocidad constante a la que circula un carro
con el tiempo que tarda en recorrer 600 km vie-
ne dada por esta tabla de valores:

Velocidad enkm/h(x) 20 | 40 | 40 80 | 100 | 120
Tiempo en horas (y) 30 15 10 75 6 5

a. Representa grdficamente la funcidon dada por
esta tabla de valores y escribe su expresion al-
gebraica. ¢De qué tipo de funcidn se trata?

b. ¢Cudnto fiempo tardard en recorrer 600 km un
auto cuya velocidad constante es de 75 km/h?

En una heladeria ofrecen un servicio de venta a
domicilio por el que debe pagarse una cantidad
fija por el envio mds el precio de los helados. En
uno de los pedidos, por 20 paquetes de helados,
pagamos $103, y en otro pedido, por 30 pagquetes
de helados, pagamos $153.

a. Halla la expresion algebraica de la funcién li-
neal que relaciona el nimero de paquetes de
helados comprados con el importe del envio.

b. ¢Cudnto deberemos pagar por un envio de 25
paqguetes de helados?

Si un objeto realiza dos movimientos definidos
bajo las funciones:

fo-Fa - X

X
Caleula:
a. f(x)-g®) ¢ (fog)(®
b. fx) g d (gohH®

16.

17.

Laura y Gonzalo han visto dos ofertas diferentes
por el mismo ordenador; Oferta A: su precio es
$200 mds el 2% mensual (del precio inicial), si pa-
gas a plazos. Oferta B: su precio es $220, mds el
1% mensual (del precio inicial), a partir del sexto
mes su pago.

a. Representa ambas ofertas en un mismo grafi-
co (durante el primer ano).

b. ¢En qué momento es mejor cada oferta?
c. (Cudnfo y cudndo es la diferencia mdxima

entre las dos ofertas?

Un ciclista recorre 30 k en 1 hora, descansa 20
minutos, reanuda la marcha y avanza 30 km en
50 minutos, y se detiene a hidratarse y alimentarse
durantfe 30 minufos. Para regresar, emplea 2 horas
y 35 minufos.

a. Representa la funcién que relaciona la dis-
tancia con el punfo de partida y el tiempo.

b. Define el dominio y el recorrido de la funcion.
c. Define el corte con los ejes.

d. Indica los framos de crecimiento y decreci-
miento.

e. ¢Tiene mdaximos y minimos relativos?

B Funcién cuadrdtica

18. Observa que en cada una de las expresiones al-

gebraicas de las siguientes funciones cuadrdticas:
f(x) =x*-5x+1,g(x) =x*-5x+3yh (x) =x*-5x- 1,
Unicamente varia el término independiente.

a. Relaciona dichas funciones con estos gréficos:
-.rl A

b. ¢Puede obfenerse la grdfica de la funcidn g
frasladando 2 unidades hacia arriba la gréfica
de la funcion f? ¢Y la de la funcién h trasladan-
do 4 unidades hacia abajo la de la funcién g?
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y problemas propuestos

19. Determina la expresién algebraica de la funcién
cuadrdtica que cumple las siguientes condiciones:

* Laimagen de 0 es 24.
e Pasa por el punto P (3, 0).

20. Halla el eje de simetria y las coordenadas del
vértice de cada una de las siguientes pardbolas
sin representarlas gréficamente:

C. y=2x*+x

d y=x*+8x+15

a. y=2x*+4x-6
b. y=-=x+2

21. Halla el nimero de puntos de corte con el eje de
abscisas de las siguientes pardbolas:

a. y=x*+10x+25 C. y=x*-3x+2

b. y=-x*-8x+9 d y=2x*-x+1

22. Representa grdficamente las siguientes funcio-
nes de segundo grado:

a. y=x-6x-7 d. y=2x2-4x

b. y=%x2-x+%

C. y=x*+12x-36 f.

e y=x2+5x-4
y=%x>+3
—Halla el dominio y el recorrido de cada fun-

cion. ¢Qué caracteristicas presenta cada una
de las funciones?

23. Calcula los coeficientes a, b y ¢ de la funcién
cuadrdtica y = ax? + bx + ¢ si sabemos que pasa
por los puntos (-1, 10), (0, 2) y (2, 4).

24. Representa graficamente las siguientes funciones:

a. y=2x°-2
b. y=2x+3x-2

C. y=x°-2X
d y=x*+7

A partir de las graficas obtenidas, determina las
siguientes caracteristicas de cada funcién: do-
minio y recorrido; puntos de corte con los gjes;
intervalos de crecimiento y decrecimiento; y
mdAximos y minimos absolutos y relativos.

25. Determina las coordenadas del vértice de la
pardbolay =2x2-x + 3.

26. Halla el valor de cenla funcidny =2 x2-5 x + ¢ si
su grdfica pasa por el punto (-1, 3).

27. Efectda las siguientes fransformaciones, a partir
de la funcién f(x) representada en el gréfico:

a fx)-2
b. f(x+3)
c f(x)
d. -f()

| | | 1 |
-5 -4 -3 -2 -1

28. Halla la funcién cuadrdtica cuya grdfica tiene
su vértice en el punto V (-1, 2) y se obtiene por
fraslacion vertical de la pardbolay = 3 x* + 6 x.

29.Si f(x) = X% representa en los mismos ejes de
coordenadas las siguientes funciones:

a fx)-2 c. f(2x)
b. fx+4) d. f(0,5x)

30. Una persona que se dedica a solucionar proble-
mas informdticos, de particulares, cobra $20 por el
desplazamiento y $30 por cada hora de frabajo.

a. Construye una fabla de valores y representa
graficamente la funcién que relaciona el nU-
mero de horas de frabajo de una salida con
el importe que cobrard.

b. Halla la expresiéon algebraica de la funcién y
determina el nimero de horas que ha traba-
jado en una salida si ha cobrado $95.

31. La suma de los cuadrados de dos nimeros con-
secutivos es 4 141, ;Cudles son estos nUmeros?

32. Si lanzamos una pelota verticalmente hacia arri-
ba, con una velocidad inicial de 40 m/s, la alfura
que esta alcanza respecto al punto de lanzo-
miento en funcién del tiempo viene dada por la
expresion h (t)=40t - 5t2,

a. Construye una tabla de valores y representa
graficamente dicha funcién.

b. Determina analitica y gréficamente la altura
gue va alcanzando la pelota en funcién del
tfiempo, durante los primeros 8 segundos.



33.

34.

35.

36.

37.

y problemas propuestos

El movimiento de un proyectil viene dado por la
siguiente ecuacion: f(t) =5+ 3t —4.9t? ;t>0

Representa la funcioén.
Representa f(t + 2).
Representa f(t).

o 0 U 0

Representa - f ().

Se lanza un globo sonda de 2 m® de volumen.
Cada 100 m de subida, aumenta el volumen en
0,1 m® hasta los 800 m. Luego sube 200 m sin au-
mentarlo y, después, incrementa 0,2 m?* cada 100
m durante 1 km. Finalmente, disminuye 0,2 m?® al
subir los Ultimos 500 m antes de explotar.

a. Representa el volumen del globo en funcién
de la altura e indica el dominio, el recorrido,
los extremos relativos, los framos de crecimien-
to y el decrecimiento de la funcién.

b. Calcula el volumen cuando el globo estd a
400 m de altura.

La velocidad de un misil (en metros por segun-
dos) t después de ser lanzado esta dada por la
funcién v (t)= 54t - 2t* + 56.

a. ¢Cudlesla velocidad mdaxima que alcanza el
misil y en qué momento se alcanza?

b. ¢Luego de cudnto tiempo el misil se detiene?

Un orfebre quiere conocer las dimensiones de un
grabado con forma rectangular, sabiendo que
uno de sus lados mide 3 cm mds que el ofro y
que su drea es igual a 70 cm?,

Las ganancias mdaximas de una empresa pro-
ductora de estampitas para cada (x) unidad
vendida se ha calculado como G(x)= 120x - 2 x2
- 800, siendo x la cantidad de estampitas que se
producen cada dia.

a. Expresa la ecuacion en la forma estdndar

b. ¢Cudlesla ganancia mdxima que puede ob-
tfener?

C. (A qué precio de venta unitario se obtiene la
mdxima ganancia?

d. Calcula el niumero de unidades necesarias
para obfener una ganancia de 2 400.

e. Si se venden 75 unidades ¢cudntfo es la ga-
nancia?

38. Observa la figura vy

determina las expre-
siones algebraicas
de las funciones que
permiten relacionar
el drea de la figura 'y
la diagonal del cua-
drado con la longi-
fud x. 2X

39. Determina la funcién que relaciona el volumen

de la figura con la variable x (en metros) y calcu-
la el volumen mdximo.

40. En esta tabla aparecen algunos valores corres-

pondientes a una funcién de proporcionalidad
inversa:

x 5 |4 3|2 - 1 2 3 5

1 1
y 5 10

a. Determina la constante de proporcionalidad
inversa y la expresion algebraica de la funcién.

b. Completa la tabla de valores y representa
graficamente la funcién.

41. Representa una recta que pase por los pun-

tos A=(0,0)y B = (1, 4). A continuacién, en el
mismo grdfico, construye una pardbola con
vértice en (0, 0) y que pase por el punto (1, 4).
Halla la expresion algebraica de ambas.

42.Si de un fridngulo rectdngulo conocemos que

uno de los catetos es b =3 cm:;

a. Representa la hipotenusa a como funcién
dependiente del cateto c.

b. Representa el cateto c como funcién depen-
diente de la hipotenusa a.

c. (/Qué medidas puede tener la hipotenusa?

Prohibida su reproduccion

83




Prohibida su reproduccion

84

y problemas propuestos

43. Dadas las siguientes funciones:

44,

45.

f00-1x2 guo=(5+1)

a. Calcula el valor de las funciones para
X=2yparax =4

b. Efectia el estudio de las dos funciones.

c. Representa las dos funciones.

d. Halla los puntos de corfe entre las dos funcio-
nes.

e. Calcula (fo g)

f. Efectaa el estudio de la funcién obtenida en
el apartado anterior.

Dada la siguiente funcion: f(x) =16 + b2
Calcula:

El valor de la funcién parab=3yb =7
Halla el dominio y el recorrido.

Representa la funcién.

a o T o0

Halla los intfervalos de crecimiento y decreci-
miento, los Maximos y los minimos, los puntos
de corte con los gjes, la periodicidad vy la si-
metria de la funcién.

Halla el dominio, el recorrido, los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, los mdaximos y los
minimos, la interseccién con los ejes y la periodi-
cidad de las siguientes funciones:

46. Considera las funciones f(x) =x3-4x+ 6 y g (x)

=2x2+ 5,y calcula:

(fo)(®
- (8ofH®
- (fod @)
- (8of) )

o O T Q

47. Calcula la funcidén suma y la funcién producto y

halla el dominio de ambas en los siguientes casos:

a. f(x)=3x*5x+2; g(x) = x+4
b. f(x)=x*>2; g(x) = x)-( 7
o )= g0 - 22

48. Cudl es el dominio y el recorrido de la siguiente

funcion? f(x) = - %x

49. Seala cudl de las siguientes graficas correspon-

de ala funcién f(x) = | -x]|.

vh %3
0 X 0 X
a b
vh
0 >
X

50. Halla el dominio de la siguiente funcién a trozos:

51.

1 six<-2
X
2 P
f(X)={ =7 §i-2<x<2
-1 Six>2
X
.
\/; six<0
SRR x*-3 six>0
x-5

Representa graficamente, en los mismos ejes de
coordenadas, las siguientes funciones de pro-
porcionalidad inversa:

3

a f()= 4 :

b. g =

—Compara el comportamiento de ambas fun-
ciones conforme x se hace cada vez mayor y
cada vez menor.



Una funcidn afin es aquella cuya expresion algebraica es de la for-
may =mx + b (m # 0), siendo b la ordenada en el origen. Su grdfica
es una recta que pasa por el punto (0, b) y fiene pendiente m.

2. Una funcién cuadrdtica es aquella cuya expresion algebraica es
de la formay = ax* + bx + c (a # 0). Su grafica es una curva llamo-
da pardbola. Esta curva cumple las siguientes caracteristicas:

¢ Sia> 0, la pardbola abre hacia arriba y el vértice de la pardbola es el punto cuya abscisa es
el minimo absoluto de la funcién.

¢ Sia< 0, lapardbola abre hacia abagjo y el vértice de la pardbola es el punto cuya abscisa es
el maximo absoluto de la funcién.

e Essimétrica respecto de la recta paralela al eje OY que pasa por el vértice. Esta recta es el eje
de la pardbolay coincide con la abscisa del vértice. Su ecuacion es: x = 54

3. La funcién que asigna a la variable independiente x el valor y = k/x (k # 0) se llama funcion de
proporcionalidad inversa, en la que k es la constante de proporcionalidad inversa.

¢ Las funciones en las que la variable independiente x estd afectada solo por las operaciones
de adicién, sustraccién, multiplicacion, division, potenciacién y radicacién se llaman funciones
algebraicas.

4. Una funcion polindmica es aquella cuya expresion analitica viene dada por un polinomio: f(x) =
ax"t+a x"'+.+ax+a,

Se llama grado de una funcion polindmica al grado del polinomio de su expresidn analitica,
5. Enlas funciones polindmicas:
D(f)=R

6. Una funcion irracional es aguella en cuya expresion analitica la variable independiente x apare-
ce bajo el signo radical.

f(x) ={g(x) . con g(x) racional
En este tipo de funciones irracionales:
Si el indice n del radical es par: D (f) = {x € R| g (x) >0}

7. Una funciéon definida a frozos es aquella cuya expresion analitica no es Unica, sino que depende
del valor de la variable independiente.

Las operaciones que se pueden efectuar con funciones son:

Adicién Sustraccion

La funcién suma de fy g es la funcién que asigna a cada | La funcidén diferencia de fy g es la fincién que asigna a
ndmeros real x la suma de las imégenes por la funcién fy | cada ndmeros real x la diferencia de las imdagenes por la

por la funcién g: funcién fy por la funcién g:
Fre®=fx)+gX® f-8 ®)=fx)-gx)
Multiplicacién Division

La funcién producto de fy g es la funcidén que asigna a | La funcién cociente de fy g es la funcién que asigna a cada
cada nimeros real x la producto de las imdgenes por la | nimeros real x el cociente de las imdgenes por la funcién f

funcién fy por la funcién g: y por la funcién g:
(8 0= g UAVIGR IR
(5)0=565 ¢ 800#0
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Y Para finalizar

o Halla £ (0). f (- 2) y f (3) para las siguientes

funciones:
a fx)=x*-4x+6 C. f(xX)=\2x+1
b. f(x)=x~3 d. f)=E15+2

. (2) Halla el dominio de las siguientes funciones:

a fx)=\/x+1 ch®)={x2+1

b. g (x) =9 X+ d. f(x) = 2

x-3 Vx-4

OUn fabricante vende celulares a un precio
: medio de $175,35 la unidad. El coste por fa-
bricar los celulares es de $125,60 por unidad,
mas un coste fijo, independiente de la canti-
dad de celulares vendidos, de $5 200 000, co-
rrespondiente a la inversion inicial. Determina:

a. La funcién del valor total de las ventas
(en $), en funcién del nimero de unida-
des vendidas.

b. La funcidn del coste total, en funcidn del
numero de unidades vendidas.

c. La funcidén del beneficio total, en fun-
cién del nimero de unidades vendidas.

d. El nUmero de unidades vendidas a partir
del que el fabricante empezard a tener
beneficios.

o Dadas las funciones f(x) = cos X y g (X) =

| x-2 , calcula:
a. (fog)
b. (g0 f)X)

C. (808X
d. (fegof)(®

Reflexiona y autoevallate en tu cuaderno:

* Trabajo personal

frenfe al frabajo? mis tareas?

« Escribe |la opinidn de tu familia.

@ En la figura se muestran las dimensio-

* Trabajo en equipo

He compartido con mis ¢He respetado las opiniones
companeros y companeras?

¢,Coémo ha sido mi actitud ¢He cumplido ¢Qué aprendi en esta
unidad temdtica?

* Pide a tu profesor o profesora
sugerencias para mejorar y escribelas.

Un corredor realiza una maratén (42
km) en 3 horas, de la siguiente mane-
ra: durante la primera hora, recorre 18
km:; en la segunda, 16 km, momento en
gue sufre una pequena lesidn que le
obliga a ser atendido durante 15 minu-
tos; en los siguientes 30 minutos, realiza
7 km, para durante 10 minutos y en 5
minutos hace 1 km.

a. Dibuja la grdfica posicidon-tiempo y
la gréfica velocidad-tiempo.

b. Define el dominio, el recorrido, la
continuidad y los intervalos de creci-
miento de las graficas.

nes de la pared de una habitacion,
que estd bajo el techo inclinado de
una casa. Se quiere construir en esta
pared un armario rectangular, similar
al que estd sombreado.

o] i

‘ 8 m
I |

a. Halla la funcién que relaciona el
drea del rectangulo con la longitud
de su base.

b. Representa graficamente la funcién
que has encontrado.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

de los demds?
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ZONA

FUNCIONES REALES Y RACIONALES
| ENETEN

La idea actual de funcién

El concepto de funcidn, tal y como lo conoce-
mos hoy, fue estudiado y precisado por el ma-
temdtico francés Augustin Louis Cauchy (1789-
1857). El fue pionero en el andlisis matemdatico
de las funciones al eliminar de ellas toda refe-
rencia inicial a expresiones formales y basarlas
en la idea de correspondencia entfre conjuntos.

¥ SENTIDO CRITICO

¢Baja el precio del taxi?

El precio en este tipo de tfransporte suele condi-
cionarse por dos conceptos bdsicos: la bajada
de bandera y el precio por kilbmetro recorrido.
Imagina que se publica el siguiente cambio de
tarifas: $1,84 por bajada de bandera y $1,05 por
kildbmetro recorrido. A partir de estos datos:

—-Convierte a funcion el
precio de un recorrido,
segun cada una de las
tarifas, y, mediante algu-
na calculadora grdfica,
encuentra qué distan-
cia puede hacerse en
faxi con las dos tarifas
de manera que el pre-
cio final sea el mismo.
-A igual recorrido, ¢realmente disminuye el precio del
taxi, pese a que hay una rebaja en uno de los concep-
tos? ¢(Doénde suele ponerse el énfasis al anunciar este
tipo de cambios? Razona tus respuestas.

https://goo.gl/gOsTvww

=
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Economista

Trabajaria en alguna empresa desempenando las
siguientes funciones: en tesoreria o en finanzas, ma-
nejando los activos liquidos; en presupuestos y en
planificacién, optimizando los procesos y beneficios
de la empresa; en la produccion y en el andlisis de
informacién estadistica del enforno nacional e inter-
nacional, Util para mejorar la foma de decisiones;
pero también podria trabajar en centros de investi-
gacién, realizando estudios generales o concretos,
para proponer alternativas de soluciéon a problemas
especificos en este mundo cada vez mds globali-
zado O en organismos internacionales, evaluando y
proponiendo soluciones en temas de pobreza, finan-
zas, trabajo y otros .

Para ser economista, debo fener una base muy firme
en Matemdticas, pero sobre todo en el estudio de fun-
ciones, para analizar gastos, costos e ingresos de una
empresa, optimizacion de procesos de produccidn, et-
cétera., fodo esto para la toma de decisiones futuras.

Las funciones de un economista tienen una gran
aplicacién en el campo de las Ciencias Sociales.
Una de las funciones mds utilizadas por los economistas
son las llamadas curvas de oferfa-demanda.

¢Cémo se mantiene un avién jumbo en el aire? (Fun-
cién lineal y cuadrdtica). Cuando un ala se mueve
con una cierta velocidad, se genera sobre la misma
una zona de baja presion y, bajo la misma, una zona
de alta presion. Al juego de estas dos presiones se
debe el «sostén» o «sustentacion», una fuerza que se
opone al peso del avidn. Asi, para proyectar en vuelo
un avién, es indispensable saber de qué magnitudes
depende esta fuerza.

http://goo.gl/ 1duZés
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CONTENIDOS:

Nocidn intuitiva de limite

Limites laterales

Limites en el infinito

Cdlculo de limites
Indeterminaciones

Continuidad de funciones
Cociente incremental o tasa de
variacién

Tasa de variacién instantdnea

Interpretacion geométrica vy fisica-
del cociente incremental

. Derivada de una funcién en un

punto

. Interpretacién geométrica de Ila

derivada

. Interpretacién fisica de la derivada
. Funcién derivada

. Aplicacién de las derivadas

. Problemas de optimizacion

. Derivadas y Tic 's. Geogebra
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Noticia:

Los limites, su estudio y su relacién con las ciencias

y la filosofia son femas que se abordan en

numerosas publicaciones como por ejemplo:

¢ John D. Barrow. Imposibilidad: los limites de la
ciencia y la ciencia de los limites. Gedisa, 1999.

* Martin Bojowald. Antes del big bang. Debate,
2011,

Web:

Una de las paradojas mds famosas que
propuso Zendn de Elea en el siglo V a. C., y que
la intuicion humana tardd siglos en resolver
matemdticamente, es «la paradoja de Aquiles
y la tortugar. En el siguiente enlace podrds
ampliar la informacién sobre esta paradoja:
http://links.edebe.com/c2z

EN CONTEXTO

Lee el articulo sobre La paradoja de Aquiles
y la forfuga y responde en grupo:

a. Segun la paradoja, ¢alcanzard Aquiles a
la tortuga? ¢De qué tipo de progresidn
se trata? ¢ Cudl es la férmula que expresa
la suma de los n + 1 primeros términos?

. Segun tu experiencia, ¢alcanzard Aqui-
les a la tortuga? ¢(Qué no tiene en
cuenta la paradoja? Explicalo con tus
propias palabras.

Desde el big bang, el universo estd en conti-
nua expansion. Esta circunstancia invita a
reflexionar sobre sus limites.

* Si suponemos que el universo se ha ex-
pandido a la velocidad de la luz, ¢cudl
seria el limite observable del universo?

e El universo, ¢estd en expansiéon infinito-
mente? ¢Llegard a un limite y volverd a
contraerse o tendrd ofro final diferente?

a. Expresa el aspecto esencial de estas res-
puestas en forma de periodistico.

. Anota en una lista conjunta todos los fitu-
lares. Discute la idoneidad de los distin-
tos propuestos.

Cambia tu fitular si lo estimas convenien-
te. ¢En qué difiere del anterior?
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. NOCION INTUITIVA DE LIMITE

La palabra limite procede, etimolégicamente hablando, del latin. En concreto procede
del sustantivo limes, que puede traducirse como frontera o borde.

La nocién de limite fiene multiples acepciones. Puede tratarse de una linea que separa
dos territorios, de un extremo a que llega un determinado tiempo o de una restriccion
o limitacion.

Para la matemdtica, un limite es una magnitud fija a la que se aproximan cada vez mds los
términos de una secuencia infinita de magnitudes.

Este concepto involucra el entender el comportamiento de una funcién cuando la vo-
riable independiente estd «muy cerca» de un ndmero «a» pero sin llegar a tomar ese
valor.

Limite de una funcién en un punto

Considera la funcion f (x) = 2x — 1.

Elaboramos una tabla en la que damos a x valores cer-

» CaNOS a 2, aungue menores (tabla 1). De igual forma,
elaboramos otra tabla en la que damos a x valores cer-
canos a 2, aungque mayores (tabla 2).

Vemos que, en ambos casos, cuantfo mads se acerca x a
2, mds se aproxima su imagen por f a 3.

B figura 1
Podemos llegar a esta misma conclusion si observamos
la grdfica de f. A medida que estrechamos el entorno
de x = 2, se estrecha también el enforno ay = 3.
M Tabla 1
Decimos enfonces que, el limite de la funcion f cuando
X fx X F .
x fiende 2 es 3.
19 2,8 21 3.2
1.99 2,98 201 3,02 \ , s .
Lo simbolizamos escribiendo: lim___ f(x) = 3
1,999 2,998 2,001 3,002 X—2
N Tabla 1. N Tabla 2.

Observa que, en este caso, el valor del limite que hemos hallado coincide con f (2)
=2 X 2 —1 = 3. Sin embargo, esto no ha de ser necesariamente asi. Veamos algunos
ejemplos.

Consideraremos Unicamente el cdlculo sistemdtico de limites de funciones polindmicas
y racionales.



342 g ) x3-7x%+6x
x+xixl ix#1 | Hallemoslim f(x), donde f(x) = ————
Hallemos lim f(x), donde £ (x) = x-1 X1 1x
X—
2 six#1 Elaboremos las siguientes tablas de valores de
f®
Elaboremos las siguientes tablas de valores de f(x)
X f® X f®)
X f(X) X f(X) 09 4,59 1,01 5,0399
09 36 10] 4.040] 099 495 1,001 5,00399
0,99 3,9601 1,001 4,004001 0999 4% 1 539

"""""""""""" lim f(x)=5

-1
De acuerdo con las tablas, vemos que: lim f(x)=4 )
x=1 En este caso el |
coincide con f(1)
£ (1) estd definida.

En este caso el limite no coinci-
de con f(1), ya que:

f()=2 Asipues:

im fGO#F(1)

Este resultado se corresponde i
con lo que podemos observar
en la grdfica de f.

|
|
|
|
|
|
I
I
I
I
I
|
|
|
|
|
I
I
I
I
I
I
|
|
|
|
0,999 3,996001 11 4,41 A
i
|
|
|
|
|
I
I
I
I
I
I
|
|
|
|
|
I
I
I
I
I
I
|
|
|
|

En efecto, 1 no pertenece al

dominio de f, puesto que
anula su denominador.

Este resultado corresponde
con lo que podemos obser-

var en la gréfica de f.

De acuerdo con las tablas, vemos que:

imite no
, ya que

1.1 Limites de funciones polindmicas y racionales en un punto

En general, para hallar el limite de una funcién en un punto, bastard con sustituir dicho punto en la funcién

lim £60 = f ).

VA
L+r
fOX) E
L —» E
L-r E E
2 N Hy
< ZauE
0 X,-8 X X X, +S %
B figura 2

El limite de una funcién fcuando x tiende a X, s el valor, en caso de
que exista, al que se aproxima f(x) cuando x se acerca d X,

-y TwBEN: 1!

Dado cualquier nimero reall
a y cualquier ndmero real po-
sitivo r, llamamos entorno de
centroayradior,y lo represen-
tamos por Er (a), al intervalo
abierto de extremos
a—ryat+r(a—rna+r)
|\
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2. LIMITES LATERALES

2x-1 six<5
Considera la funcion f(O=14_y ¢ix>5

Elaboremos una tabla en la que damos a x valores cercanos a 5, aunque menores (fabla 3).
Como vemos, al acercarse x a 5, su imagen por f se aproxima a 9.

Decimos que el limite lateral de f cuando xtiende a 5 por la

4}; f;;() izquierda es 9. Lo simbolizamos escribiendo:
v | o limf(x)=9 engeneral  limf(x)=L
4999 8998 o5 X—%,”
"""""" M Tabla 2
De igual manera podemos elaborar una tabla en la que
X fx demos a x valores cercanos a 5, aungue mayores. En este
51 -1 caso, al acercarse x a 5, suimagen por f se aproxima a - 1.
501 1,01
5,001 1,001 Decimos que, el limite laferal de f cuando x tiende a 5 por
............ I la derecha es —1.
g i
Lo simboliza limf(x) =-1 engeneral: lim f(x) =L
o s o
LA
/ Relacién entre el limite y los limites laterales
X De acuerdo con la definicion de limite de una funcion f en
O B TR O mht K un punto x,, los valores a los que se aproximan las imdagenes
| figura 3 por f cuando x se acerca a X,, fanto por la izquierda como

por la derecha, han de ser iguales.

Sin embargo, en el ejemplo anterior hemos visto que el com-
portamiento de la funcién por la izquierda y por la derecha
no coincidia:

limf(x) =9

x=5 limf(x) # lim f (x)
llmf(X) — _1 x—5 x—-5%
x—-5%

Por tanto, diremos que no existe. En general:

La condicién necesaria y suficiente para que exista el limite
de una funcién en un punto es que existan los dos limites la-
terales de esa funcién en ese punto y que ambos coincidan.

o y
5 >
= I ] . ’ .
2 . 1.Calcula los siguientes limites: %
- <
2 - alim3x-1 c.lim x—2 §
|
{ b.limgye sen x d.li; Inx a

L



2. LIMITES EN EL INFINITO

En muchas ocasiones, nos interesard estudiar hacia dénde tiende la funcién cuando x crece
indefinidamente (x - +0) 0 decrece indefinidamente (x —»-), es decir, ver como la funcion
se comporta en el infinito. En el infinito, la funcién puede tender a un ndmero real L, puede
crecer infinifamente (+w) 0 decrecer infinitamente (o).

Se denomina limite infinito de f(X), y se expresa lim f (x) ; lim f (x), al valor L al que se

X—-00

acercan las imdgenes de la funcidén cuando x crece (o decrece) indefinidamente.

Para referirnos a estos limites, escribimos:

limf(x) =L limf(x)=L

X—00 X—-00
Si alguno de estos limites existe y es un ndmero real (L € R), la grdfica de la funcién tiende a
la recta y = L sin llegar a tocarla. Diremos que el limite de la funcién, cuando x tiende a + o«
(0-),esL.
Si por el contrario, el valor de L no tiende a ningdn ndmero real sino que crece (o decrece)
indefinidamente con la funcién, diremos que el limite de la funcidn, cuando x tiende a + «
(0 - ), €s Mmas infinito (0 menos infinito) respectivamente.

| figura 4 VA B figura 5 v 4 | figura 6 vV A
6 - 6 - é -
54 f(X) = 2X-3 5 5
2X-3
4 44
Y=2 34 3
21 2
\-- v =04/] 14
T T T T T T T T T : L] T T T 0 T T T T T : T L) T T 0 T T T T T :
-40 -30 -2 -1011 10 20 30 4 X 8 6 -4 -21 2 4 6 8 X 4 -3 -2 : 1 2 3 4 X

Para valores muy elevados de x (fanfo | Para valores muy elevados y negativos de | Para valores muy elevados de X (fanto
negativos como positivos), las imdge- | x, las imdgenes de la funcién tienden a | negativos como positivos), las imdage-
nes de la funcién tienden a acercarse y = 0. En cambio, para valores de X muy | hes se hacen cada vez mayores:

ay=2 elevados, el valor de la funcién crece inde-
finidamente:
£(-10%) = 1,993 f(-10%) = 10°
f(-10) =4,54-10°
F(-10% = 1,999 993 f(-109 =10°
f(-10%) =3,73-10*
£(10%) = 2,007 (103 =103
f(10) =22026,5
£(10%) = 2,000 007 f(10% =10°
f(105)=1,99-10%
limf(x) = limf(x)= 2 limf(x) = limf(x)= +o
x—00 X—-00 limf(x) =+ ylimf(x)=0 x—00 X—-00
X—00 X—-00

Existen funciones, como por ejemplo las funciones peridédicas, las tfrigonométricas o las os-
cilantes, en las que el limite en el infinito no es ni un valor concreto L, ni crecen indefinido-
mente, ni decrecen indefinidamente. En este tipo de funciones, decimos que el limite en el
infinito no existe.

e
?
a



Y TAMBEN: |4 4. CALCULO DE LIMITES

En general, para calcular el limi- L , . ,
te de una funcién en un punto, se Veamos ahora los limites de las funciones mas sencillas
sustifuye el punfo en la funcién. para, a continuacioén, extender su cdlculo a funciones mds
Del missmo modo, para calcular complejos

el limite de una funcién en el

infinito, podemos hallar el valor

para ndmeros muy grandes de Funcidn constante fx=k

la variable e infuir su comporta-

miento, o bien podemos sustituir Limite en un punto  x,:lim _  f(x) =k
el infinito en la funcién y evaluar Limite en el infinito: lim_, f(x) =

el resulfado obtenido. Para ello,
deberds tener en cuenta que: . .. .
Funcion polindmica f (x) =P (x) =a_x"+a_ x"..+ax+a,

. k+too=to k-oo=-00 Limite en un punto  x,: lim f(x) = f (x,)

2. +oot+o0=+400 -0 -00=+0 Limite en el infinito:
3., to0:-t+o0=400 k:+4oco=+o00
4. k-too=too sikz0 e Sia >0ynesparlim f(x)= +o ; lim f(x)= +o
X—+ 0 X—- 00
k +o00
5 — = _—=
+oo 0 k oo

¢ Sia,>0ynesimpar lim f(x)=+o ; lim f(x)= +oo

k= ¢ Sia <0ynesparlim f(x)=-c ; lim f(x)=-o

* Sia <0ynesimpar lim f(x)=-w ; lim f(x)=+o

Funcién: f(x)= ?) donde k(x)=€ R
lim f(x) = —P( ) si P(x)# 0; hm L f(x) _Loozo

a. lim P(x) b. lim Q(x)
X—+00 X— -0

Comprension: Calculemos los limites de los polinomios en los puntos indicados y aplicaremos las reglas
de operaciones con limites.

Resolucién:
a. lim P(x) = P(4+ ©) = -(+%0)?+ 5(4+) + 3 = - se considera a un conjunto infinito elevado a una
X—+00

potencia n, mayor a un infinito elevado a una po-
tencian - 1, siendon > 0.

b. lim Q(x) = Q(-®) = (-©) - 4 (-0)* = + o Aplicamos también las regla de signos para multi-
X—>-00 plicaciones y potencias.
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5. INDETERMINACIONES

En muchos casos, al efectuar operaciones con limites, obtenemos expresiones cuyo resultado
dependerd de las funciones que infervengan en la operacion.

Los tipos de indeterminacién que pueden aparecer son:

o2 @ 0,0— 0,170, oo

Veamos a continuacion algunos métodos para resolver las dos primeras.

Para resolver este tipo de indeterminaciones, infentaremos factorizar numerador vy
denominador y simplificar la expresidn obtenida.

Consideremos la funcion f(x) =

2 _ .
X 24 y calculemos lim_, f(x):

lim fx) =limP&® _P@)_22-4 0

TP Q@) 2-2 0

Si factorizamos el numerador y el denominador y simplificamos, obtendremos el limite de esta
funcion:

lim X*-4 _ |jmjm &-2)x+2) _lim(x+2)_ 4

X=2 x-2 x—2 x-2 x-2 .

e e e e e e  — — —  —— — —— — ——————

Calcular; lim_, X2 4+ 2x* -x -2 |
x3 4+ 2x?%-3x

0 comprensién: Calculemos el valor del limite. Si obtenemos una indeterminacién del tipo, factorizare-
0 mos el numerador y el denominador y simplificaremos para resolver la indeterminacion.

Ejemplo 4

Resolucién: Calculemos el valor del limite en x = 1, sustituyendo esfe valor en el numerador y el denominador.

lim x*+2x%*-x-2 1>!—IP P()

©l T3 2% -3x limQx) | 1P+2-12-3.1  1+2-3

x-1

1¥4+2-12-1-2 _ 1+2-1-2 _3-3 _0
370

Factori , li do fact
o oo 10T {4 230 x- 2 = (x4 2) - (x+2) = (- 1) (x+2) = (x- 1) (x + 1) (x+2)

Factorizamos, aplicando factor comudn y {X3 +2x%-3x =X (Xz +2x- 3) =x (X _ 1) (X + 3)
trinomio de la forma x* + bx + ¢

Luego: x#1
lim M(X+2)(X+1)llim x+2)(x+1) (1A+2)(1+1) 3-2 ¢ 3
-t xx-1y (x+3) ' x(x+3)  1-(1+3) 1-4 4 2

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

! Para levantar la indeterminacién, debemos factorizar los polinomios y luego simplificar la expresion:
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

| .2 . s . .
! Comprobacion: Si sustituimos el valor de x por valores cercanos a 1 por la derecha o la izquierda, el valor
I

. 3
\  dela funcidn se acerca a 5 1.5.
N

2.
2. Dadas las funciones: f (x) =x?-1,8(x) =V2x-8 ,h (x) = M

1 .
Xz_g’](x):
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o
=
Q
Q
Q
a. lim (%) o lM(F@-g0) o Im(F-g@) ¢ ImE@ e (@

|
|
|
|
|
|
! Halla los siguientes limites:
|
|
I
\

\
AN



5.1. Indeterminacion S

Este tipo de indeterminacién aparece al calcular el limite infinito de algunas funciones racio-
nales. Para solucionar esta indeterminacion, dividiremos numerador y denominador por la
indeterminada de mayor exponente que aparece en el cociente, teniendo en cuenta que:

limk 3
lim _k __ == __k _ g 4ondekeR _ XAx415
x>te P(x) lim P®) +oo ! 4 f(X) - x%-x -50

X—+

Consideremos, por ejemplo, la funcién y calculemos lim f (x)

Y TAVBEN: |1

lim P(x)

; x3-4x +15 . ot oo

Al resolver una indetermina- 1_1)11100 XA _lim PO e =
iy o . * x2-x-50 x>t QX lim Q) o

cion del fipo < Segun el Xt 00
grado de numerador (P(x)) . . . '
y del denominador (Q(x)). Al dividir numerador y denominador por la indeferminada de
podemos obtener tres casos: mayor exponente que aparece en el cociente (x?), obtenemos:

Teniendo en cuenta los limites de cada término, obtenemos:
—Si grado P(x) > grado Q(x).

lim f(®) _ ; & x* 4x 15 4 15
e Ry X- =
lim X°-4x+15 li Xt xX* X lim X X
—Si grado P(x) < grado Q(x). ot 0 = m =
l.g f()() ) TP x2.x-50 xte x2 x50 Xt L 1 50
X — —_— — - — —
Xl?l =0 X2 x* X X X
—Si grado P(x) = grado Q(x) X- i+£
) 2 -
lim f()_ 3, lim x ¥ _ Ao 040 e e
X—+ 00 = b X—>+ 0 1 50 1-0-0 1
X x?
Calculemos: |

a. lim 2x*-x+2
e x4 3x

Comprensién: Al ser un limite infinito de funciones racionales, obtendremos la indeterminacidn oo /co.
Para resolverla, dividiremos numerador y denominador por la indeterminada de mayor exponente
del denominador.

Resolucion: Dividimos el numerador y el denominador entre x 4, que es la indeterminada de mayor expo-
nente del denominador, feniendo en cuenta que:

i.ﬂ-;.]‘_s z-LJrl
lim 2¢-x+2 gy X0 X X gy X ¥ X0 _0-040 0 _,
X—+ oo X6+3X2 X—+ 0o L6+3_X2 X—+ 00 1+i 1+0 1
X6 X6 X4

Comprobacién : El valor de la funcién es para valores grandes de x observamos que la funcién crece
indefinidamente

ke
0
O
3
ko)
o
o}
o
3
a
o}
o
o)
<
o
[a N

lim k:O lim L—O.yque%=0.

x>+ oy . x>ty -




6. CONTINUIDAD DE FUNCIONES

La continuidad de una funcién depende de la existencia de limites en los puntos de su dominio.

Si f(x) no cumple alguna de estas premisas, se dice que f(x) es disconfinua en x=a o que

Una funcién f es contfinua en un punto a € D (f) si f (a) existe y los limites laterales son finitos e iguales a

f@.lim __+ f(x) =lim__f£(x)= f(a).

tiene una discontinuidad en x = a.

Estudiar la continuidad de una funcidn es conocer todos los puntos del dominio en los que

es confinua.

De las propiedades de las operaciones con limites, se demuestra que si f(x) y g (x) son

funciones contindas en x = a:

. (fre) x)=f (x) £ g (x)escontinua en x = a.

Como fygsoncontinuasenx=a, f (a)=lim___f (x)=L,yg(a)=lim __ g(x) =L,
Porlotfanto:lim _ [f (x) £ g(x)]=lim __ f(x)£lim  g(x)=L1+L2=f(a)+g(a).

2. (f-g)x)=f(x) g (x)esconfinuaenx=a.

Y TAMBIEN: |i |
La aplicaciéon de estas dos propiedades permite determinar Para que una funcién sea
la continuidad de cualquier polinomio. confinua en un punto x = a,

3. <§> (x) =f(x) es continuaen x=asig(a)#0.

deben existir los limites late-
rales de la funcién alrededor
de este punto y seriguales. Es
decir, debe existir el limite de
la funcién en este punto.

4. (f?%) (x) = [f(x)]#® es continuaenx=asi f (a) = 0.

P e e e

Determinar en qué puntos, las siguientes funciones son continuas:

xsix+0
af(x) = e* b. 8() =11 six 0

Comprension: Deferminaremos en qué puntfos del dominio cumple cada funcién la definicion de continuidad.

Resolucién: Puesto que el exponente es un radical, el dominio de la funcién es [0, +).

De las reglas de cdlculo con limites, se sigue que para cualquier a > 0, lim H&z /a_.
Por lo tanto, por la propiedad 4, si VX es continua en (0, +00), f (x) también es confinua.

La funcién es continua en los infervalos (-o0, 0) y (0, +0), pues la funcion g (x) = x lo es. Asi, debemos estu-
diar la continuidad en el punto x = 0. En este punto, la funcién estd definida g (0) = 1. Si ahora calculamos
los limites laterales:

l)(igl+ g(x) = 1)(15{)1 — g(x) =0 # g(x) Porlo fanfo, la funcién estd definida en x = 0, los limifes laterales existen y

son finitos, pero no coinciden con g (0). Concluimos, entonces, que g (x) es contfinua en (-, 0) U (0, +0)
y discontinua enx = 0.

Ejemplo 6
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Y TAVBEN 1)

En los valores de x para los
que una funcidén no estd defi-
nida en uno de sus lados, de-
cimos que la funcién es de
segunda especie o esencial.

fx) =Vx

t t—t—t+—t—t+—t—t—t+t
-1 1 2 3 4 5 6 7 8 X

Vx tiene una disconti-
nuidad de segunda es-
pecie en x=0 porque la
funcién no estd definida
en uno de los laterales
de este punto.

6.1. Tipos de discontinuidad

Las discontinuidades se estudian a partir de la definicidén de
continuidad en un punto y se clasifican segun la parte de la
definicion que cumplen.

Discontinuidad evitable

Es aquella en la que f (x,) no existe, pero los limites laterales
de la funcion en x j existen, son finitos y coinciden.

Discontinuidad primera especie o no evitable

Las discontinuidades no evitables aparecen cuando los limi-
tes laterales no existen o alguno de ellos es infinito.

—Si los limites laterales existen, son finitos, pero distintos dis-
confinuidad salto finito.

—Si los limites existen y uno de ellos es infinito disconfinuidad
de salto infinito.

—Si los limites laterales son infinitos, decimos que la discontinui-
dad es asintdfica.

B figura 7

| figura 8

x+5 x<0
8(0=

| figura 9

Y‘

x*-1 x>0

x, six<0

——t—+— ——— —t
/'54-3-2-1]*)/;2345x A A N K S U S )

<y

c
0
[}
8]
)
§o]
o
Q
o
>
o
O
o
Q
<
o
a

Estudia la confinuidad de las siguientes funciones:

X% -4

T®="G

Comprensién: En la primera funcién, al ser racional, estudiaremos los puntos donde se anula el denominador vy,
en la segunda, el framo donde cambia la funcién.

Resolucion:

a. f(-2) no existe, pero al calcular el limite:
lim -4 _ lim (A2 &2) 17
X 72

En x = - 2tenemos una discontinuidad evitable.

X—-2

X>-2 x4+ 2

2x-3six<0

b. =
ey X+2six>0

b. f (0)=-3.Si ahora calculamos los limites laferales:
Im  —f®=lm__ (2x-3)=

=3ylim _ +fx)=Ilm__ (x+2)=2

-

Es una discontinuidad de salfo finito en x = 0.



Problemas resueltos ©

Una poblacién crece segun la siguiente funcién: f(t) = w, donde tes el nimero de anos franscurridos.

2t+1
a. Calcular la poblacién actual.
b. ¢Crecerd indefinidamente la poblacién?
e Comprender: Deberemos estudiar la funcién en t = e El resultado es una indeterminacién. Como el nu-
0y en el infinito. merador y el denominador son polinomios del
« Planificar: mismo grado, la solucién es el cociente entre los
términos que acompanan al término de mayor
. ) grado:
a. La poblacion actual serd para t = 0: f (0) =
5000.0 + 1000 .
T—}-l = 1000 habitantes Lim 5000x + 1000 _
X—+00 2x+1
b Lim 5000x +1000 — o Lim 5000x+1000
Yotw  2x+1 o0 = X2+ = = 2500
2x+1 2
X X

La poblacién no pasard de los 2 500 habitantes.

Halla el valor de a para que la siguiente funcién sea discontinua en X, = 3 y clasifica todas sus discontinuidades

x> +x-2
x*-x-a

fG)=

Comprender: Para que una funcidn racional sea dis-  El resultado es una indeterminacion, asi que
continua, debemos hallar los puntos que anulen el de-  infentaremos factorizar y simplificar.

nominador.
lim X tx-2 _(X/VZ)'(X'U _3
Planificar: =2 x-x-6  (x#2)'(x-3) 5

. . . — .22 _ - = =
a. Sif esdisconfinuaenx,=3:3%-3-a=0=a=6 f (-2) no existe, pero si existe el limite. En x = -2,

la funcién presenta una discontinuidad evitable.
X2+x-2

T0="a%"% xt2

lim X>+x-2 | 6421 _3-1_-4_2
Por lo fanto: >3 X2-x-6 (X#2) - (x-3) ~ 33 -6 3
Para hallar el resto de disconfinuidades, buscaremos
las soluciones de x*-x-6=0 X, =-2,%,=3.
Analicemos x, = - 2: f (3) no existe y los limites laterales son infinitos. En

x = 3, la funcién presenta una discontfinuidad asin-
lim XtX-2 o0 tética o de salfo finito.

X—- 2

X2-x-6 0

Prohibida su reproduccion
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Ejemplo 8

7. COCIENTE INCREMENTAL O TASA DE VARIACION

Observa la grafica de la funcidn f que nos da la cantidad de agua de lluvia recogida en un
observatorio meteoroldgico alo largo de un dia.

Para hallar la cantidad de agua recogida hasta un instante t, basta con observar el valor de f
correspondienfe a t,

Asimismo, si queremos salber la cantidad de agua recogida entre dos instantes determinados, t, y
t, basta con calcular f(t) - f(t,). Ast:

) B figura 10
Cantidad de agua (1)

Y TAVBEN: |1

A veces, la Tasa de Variacion
Media (TVM) de una funcién

A
f se expresa: —f
Ax

80

donde Af = f(b) - f (a) deno-

fa el incremento de f(x), y Ax 2 : : .

= b - a denota el incremento o 4 ————— ]2 i —i——i—i—i 24

de x.

También  suele  escribirse

cuando nos inferesa resaltar

que la variable dependiente

esy = f(x). DeOha4h f(4)-f(0)=20-0=20
Dedhal12h f(12) - f(4) =80-20 =60

>
X
Tiempo (h)

Infervalo de tiempo Cantidad de agua (1)

M Tabla 4

Siahora gueremos conocer en qué intervalo ha llovido con mds intensidad, delbemos averiguar la cantidad
de agua caida por unidad de tiempo en cada intervalo. Para ello evaluamos los siguientes cocientes:

f(4)-f0) _ 20-0 _ 20 _ f(12)-f(4) _ 80-20 _ 60
4-0 4.0 4 >1/h 12-4 T 12-4 8 7.5 1/h.

Vemos, pues, que en el infervalo comprendido entre las 4 hy las 12 h ha llovido con mayor intensidad.
Este fipo de cocientes se define también para una funcién cualquiera f. Hablamos entonces de tasa
de variacion media de la funcién en un intervalo limitado por dos valores de la variable X.

Sila funcién f estd definida en un intervalo [a, b], la fasa de variacion media de f en [a, b] es el cociente
entre la variacién de la funcién y la longitud del intervalo:

VM, f() _ f(b)-f(2)
b-a '

Calculemos la tasa de variacion media de la funcidon f(X) = x - 1 en el intervalo [1, 3].

Comprension: Calculemos los valores que toma la funcidn en los extremos del intervalo y utilizaremos la
expresion de la tasa de variacion media.

Resolucion: f(3) ) f(l) 8-0
f(H)=1*-1=0; f(3)=3%-1=8. TVM[1,3]f(X): =



8. TASA DE VARIACION INSTANTANEA o, Y4

Calculemos ahora la TVM de la funcién f(x) = x* - x en el
intervalo [-1,1}: g )

fO-fe1 0-0 Lo

TVM [—1, 1] f(X) = 1- (_1) = 2 =0 [©)

Si dibujas la grdfica de la funcién observards, sin embargo,

que esta presenta importantes variaciones en este intervalo. 4,01 v A

La TVM no deja de ser un promedio vy, por lo tanto, interesa -
que los intervalos escogidos sean o mds pequenos posibles
para conocer de forma precisa coémo se comporta la fun-
cién cerca de cualquier punto. El limite en que los extremos =
de los infervalos de la TVM son infinitamente préximos se co-

noce como fasa de variacion instantdnea. i 2 ’ o2 s

La tasa de variacion instantdnea de una funcién f en
X = a es el valor, en caso de que exista, al que fiende la tasa de -

variacién media en los infervalos [a, x] cuando x — a. Es decir:
Y TAMBIEN: (2]

TVI, f(x) _ lim f(X)-f(a)

X—-a

X-a Una forma equivalente de
””””””””””””””””””””””””””””””””” Y expresar la TVI de f(x) en
Si f(x) =2x-5Y [a, b] es elintervalo [2, 3], la tasa de variacidon me- X=aes:
dia de f en dicho intervalo es: lim fla+h)-f(@)
h—-0 h

(o)}
o
Q
£
i
(I

f®-f2 11 2
TVM [2, 3] = 3.2 = 3( 2) =—=2 Esta expresidn puede resultar
) . 1 muy Util para realizar clculos.
4
3. En un estudio llevado a cabo por el departa- 4, Calcula la tasa de variacion instantdnea
mento de biologia, han determinado que la de las siguientes funciones en los puntos
poblacién de un tipo de hormiga crece segun indicados:

la funcion f(x) = 1 + 2e*, donde f(x) indica 9%+ 3 — 5
el nimero de hormigas en miles y x el tiempo a fx)=2x+3enx=
franscurrido en meses. b. f(x)= % enx =2

Calcula:
c. fx)=x*-1enx=0
a. Latasa de variacién media de una pobla- 5
cién de hormigas durante los dos primeros d f=x"+2x-4enx=1

meses.

|
|
b. La tasa de variacién media de la pobla- |
cién del tercer al sexto mes. |
|
|
|
|
|

Prohibida su reproduccion

c. Latasa de variacién instanténea de la po-
N blacién en el sexto mes.

S |



d. INTERPRETACION GEOMETRICA Y FISICA DEL COCIENTE INCREMENTAL

Consideremos la funcion f cuya grdfica es la de la figura, y los puntos P, = (a, f (a)) y P, = (b, f (b)).

(Y) A- ''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' : ZA @

Interpretacion fisica de la tvm
Si consideramos la funcién
que nos da la posicién de un
movil dependiente del tiempo,
la tasa de variacién media en
un intervalo nos proporcionard
la velocidad media de dicho
maévil en ese intervalo.
Eiemplo:

La posiciéon en funcién del
fiempo de un mévil que se des-
plaza siguiendo una trayecto-
ria rectilinea viene dada por:
f(®) =t 4+ 3t, en unidades del
S,

Calcula la velocidad media,
vm,enfre t=1syt=>5s.

Recta secante

f(b) - f(a)

110 N :

A
-
-

v

\/

O a b
B figura 13 X

La tasa de variacion media de la funcion enfre ay b es:

TVM [a, b] =%'f@
-a

Fijate en que este cociente coincide con la tangente trigo-
nométrica del dngulo a, que es, a su vez, la pendiente de
la recta secante a la curva por los puntos P1 y P2. Por tanto,

podemos afirmar: V., =TVM[L 5] = f(55)_-1f(1)

La fasa de variacion media de una funcién f en el intervalo
[a, b] coincide con la pendiente de la recta secante a la
grdfica de la funcidn por los puntos (a, f (a)) y (b, f (b)).

40-4 _ 36
_ 26 _g
5.1 4 oM/

—_————— e e —

Calculemos la pendiente de la recta secante a la grafica de la funcién f(x)= 3x* en los puntos de abs-

=B Ccisa x=4 yx=7.

o

M| Debemos calcular la tasa de variacién media de f en el infervalo [4, 7].
£

i 7) - f(4 147 - 48

O TVM [4, 7]= A ; f:( )= 2 =

La pendiente de la recta secante a la grdfica de fen los punfos de abscisa x =4y x = 7 es 33, lo que
significa que esta recta forma con el eje de abscisas un dngulo cuya fangente es 33.

5. El nUmero de alumnos de un centro escolar cién f(x)=-2x+ 5, en los infervalos [-5,-3], [3, 5]

e}
o
8]
)

§o]
o
Q
o
>
o
O

o

o]

<
o

a

6.

afectados por la gripe a lo largo de un mes vie-
ne dado por la funcién f(x) =800 - x 2 La varia-
ble x indica los dias del mesy f(x), el nimero de
alumnos afectados.

Calcula la fasa de variacidén media correspon-
diente alos intervalos [3, 5], [13, 15] y [10, 20].

—¢En cudl de estos intervalos ha disminuido mds

r&pidamente el nimero de alumnos enfermos?

Calcula la tasa de variacion media de la fun-

y [10, 20].

Calcula la pendiente de la recta secante a la
grdéfica de la funcion f(x) = x3- 2x* + 5x en los
puntos de abscisax, =0y x, = 2.

La posicién en funcion del tiempo de un maévil
que se desplaza siguiendo una frayectoria rec-
filinea viene dada por. f(t) =50 + 150 Vt sien-
do tla hora del diay f(t), su distancia al origen.
¢Cudndo va mds rdpido el maévil, entre las 2 h y
lasdhoentrelas 7 hylas 11 h?

e e —



10. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

El estudio de funciones experimento una revolucién con su sistematizacién en entornos cada
vez mds pequenos. El concepto de derivada es parte fundamental de esta sistematizacion,
y de la rama de las Matemdticas llamada Cdlculo diferencial.

La derivada de una funcion f en x, se representa por f'(x) y queda

definida de la siguiente manera:

f'(X) — lim f(X+h) 'f(X)

h—0 h

En este caso, f debe ser continua y derivable en x.

Dada la funcién £ (x) = x? - 4x, calculemos la derivada en el punto x = -1\:

Comprensién: Debemos calcular el limite de la definicion, y luego tomarr,
|

En este enlace, encontrards
una infroduccién al concepto

h-0 h h-0
Reemplazamos el valorde x=-1en f'(x):
f(-)=2(-1)-4=-2-4=-6

|
| |
| |
| |
ax= '1-_ ) | | de derivada de una funcién |
Resolucion: | 1 enunpuntoenlaqueseusala
Fx) = lim fE+) - fX)  jjm G+h)?*-4x+h) - (& - 4x) | ! llamada notacién incremental, !
~ w0 h  hoo h : : :
lim X F2xh+h?-4x-4h-x* 4+ 4x lim 2xh + h?- 4h i : hifp//goo.gl/ameywa :
= h-0 h - h—-0 f : ___________________
|
_ lim PXFRD) i ox4h-4=2x-4 |
|
|
|
|
I
/

Y TAVBEN: |1

Si una funcién f es una deriva-
ble en fodos los punfos de un

*************************************************** ~q infervalo, decimos que es deri-
Estudiomos la continuidad y la derivabilidad de f(x) = | x| enx=0. \ vable en ese intervalo.

Comprension: Para estudiar la continuidad, escribiremos f como
una funcién definida por partes

Resolucién:

La funcién es dos limites continua en x = 0 porque los limites existen
y valen 0.

X six=0 . jip I1X] _ von — lim X _
FOI=1 4 six<o FO="5% %=1 r0="5% % =+1

Por ofra parte, Como los limites laterales no coinciden, no existe ni el limite
nila derivadaen x = 0.
Enx=0, f (x) =|x| es un ejemplo de funcién continua, pero no derivable ,’

Prohibida su reproduccion



1. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Hemos visto que la tasa de variacion media de una
funcién f, en el intervalo [a, b], es la pendiente de
la recta secante a la gréfica de la funcidn por los

punfos P = (a,f(a)) y Q= (b, f (b)).

Altomar valores b, b,, b, cada vez mas préximos a
. las correspondientes rectas secantes PQ,, PQ,, PQ,
se van aproximando a una recta t, a la que llama-
mos recta tangente a la grafica de la funcidon en el
punfo de abscisa a.

La pendiente de esta recta serd el limite de las
pendientes de las rectas secantes PQn, es decir, el
limite de las TVM de f en los intervalos [a, b_]. Pero
este limite es lo que hemos definido como f'(a).

Pendiente de la recta secante PQ=TVM [a,b ] va
! I Y TAMBIEN: 1i?]

Pendiente de la recta tangente en P=f"(a).

H figura 14

La recta normal a la grdfica de
una funcién en un punto es la per-
Por tanto, podemos afirmar que: pendi-cular a la tangente. Por fan-
o, su ecuacion es:
La derivada de la funcién f en el punfo de albscisa x = a es la pendien- ) _ 1
o P y-f@= - ——-(x-a)
te de la recta tangente a la gréfica de la funcidén en el punto (a, f (a)). f'@

VA

Ecuacion de la recta tangente
Recuerda que la ecuacion punto-pendiente de una recta es:

y—y,=m.(x—x,) donde (x,y, esun punto de larectay m, su
pendiente. Puesto que f'(a) nos da la pendiente de la recta
fangente a f en el punto (a, f (a)), se fiene:

En el punto a, la pendiente de la

La ecuacion de la recta tangente en el punto (a, f(a)) es: recta tangente por la izquierda y

y—f@=f'@-x-a) la derecha son distintas. Por lo tan-
to, la funcién no es deribable en
este punto.

e -

Hallemos la ecuacion de la rectatangente af (x) = 3x*-4x+ 2enx=1.

Comprension: Para determinar la ecuacién de la recta, necesita-
mos calcular f(1) y f' (1), en caso de que exista.

Resolucién: f(1)=3-1°-4-1+2=1 En este enlace, puedes visualizar
| aplicacion idea gréfica de deri-

1
1
1
1
1
vada e una funcién en un punto.
1
1
1
1

, im 3x*-4x+2-(3-44+2) _ lim 3x*-1)-4(x-1)
1) = lim = lim
FeD=2a x-1 x>l x-1

= lim3 X®*+x+1)-4=9-4=5 http://go0.gl/dn3VW6
x—-1

ke
0
O
3
ko)
o
o}
o
3
a
o}
o
o)
<
o
[a N

La ecuacién de la recta es, porlotanto:y-1=5-(x-1) »y=5x-4. ,




[2. INTERPRETACION FISICA DE LA DERIVADA

Si la funcidn que consideramos es la que nos da la posicidn de un maévil dependiente del
tiempo, la tasa de variacién instantdnea o derivada en un instante t nos proporcionard la
velocidad instantdnea de dicho mdvil en ese instante.

La velocidad media es el cociente entre el espacio recorrido (Ae) y el tiempo transcurrido (At).

Vm(t)= ite — f(t+AAtt)'f(t)

B figura 15 B figura 16

f+ A9 -7 (0

At—0 At At—0 At

e e e i e e e e

La relacién entre la distancia recorrida en metros por un mévil y el iempo en segundos es e (t) = 6t Calcular:
a. Lavelocidad mediaentret=1yt=4.

b. La velocidad instantédnea ent = 1.

Ejemplo 14

a. Comprensidn: La velocidad media es el cociente incremental en el intervalo [1, 4].

Resolucion:

_e(®)-e(l)  642-61°  96-6

vV =
m 4-1 3 3

=30 m/s.

b. Comprension: La velocidad instantdnea es la derivada en t = 1.

Entonces e'(t) = 12 t; ahora evaluemos t = 1 en e'(t):

Resolucién:
2_ 2 _ 2 . 5
V(t) =e'(H)= lim 6(t+ h)*- 6t*- 6t — lim 6(t>+ 2ht + h?)- 6t? _ §
h--0 h h--0 h 3
_lim (6t*+ 12ht + 6h?)- 6t lim 12ht + 6h? lim (12t + 6h) lim (12t+6h)=12t %
— h--0 h = h--0 h = h-o-0 h = h-0 é

e'(1)=12(1) =12 m/s.
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12. FUNCION DERIVADA

e e e =

Calculemos Ia funcion derivada de f(X) = X2 Segun la definicion
de funcioén derivada, fendremos:

oo =lim &+ -fE) _gim G h)?-x* _

h—--0 h h—--0 h
—lim X% 2hx+hox ym h@x+h) iy 2x +h) = 2x.
h--0 h h—-0 h h--0

Observa que el cdiculo de la funcién derivada de una funcién f
simplifica el proceso de cdlculo del valor de la derivada de f en
diferentes puntos.

Asi, para calcular £'(0), f'(—1) y f'(2). siendo f'la funcién del ejem-
plo anterior, bastard sustituir x por los valores 0, —1 y 2 en la funcién
derivada f".

X f'(x)=2x
x=0 f(0)=2-0=0
x=-1 fi(D=2-(1)=-2
Xx=2 fl2)=2-2=4

Funcién Funcién derivada
fx)=k, keR f{x)=0
f@)=x fED)=n-x
f@=e feo=e
f(x)=lnx f’(X)Z%
f(x) =senx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) =-senx

M Tabla 6

Usando la definicion anterior, los matemdticos han demos-
frado la validez de las siguientes técnicas de derivacion de
funciones elementales, que se pueden apreciar en la tabla 6.

Y TAWBEN: 12!

Derivabilidad y continuidad

Observa que para poder calcu-
lar la derivada de una funcién
f en un punto a es preciso que
exista f (a), pues de lo confrario
no podemos calcular:

lim f(a+h)-f(@@)

h--0 h

Pero, ademds, la funcién ha de
ser continua en a. Sino es asi, las
rectas secantes no se aproximan
a una recta comun y, por tanto,
no existe recta tangente en @, ni
f(@). que es su pendiente.

VA

o

Z

/0

>
X

Podemos establecer enfonces
que para gue una funcién f sea
derivable en a es hecesario que
f sea contfinua en a.

Pero la confinuidad en a no es
suficienfe para que f sea deri-
vable.

Puede ocurrir que f sea confi-
nua en a pero No derivable.

Asi, la funcién representada en
la figura es continua en x = 1,
pero no existe f' (1), pues los
rectas secantes por la derechay
por la izquierda no se aproximan
a una recta comun.

YA

La tabla 1 del margen recoge
la derivada de las principales
funciones.



Funcion derivada y operaciones

Como sabes, dadas dos funciones, fy g, estas se pueden sumar, restar, multiplicar, dividir y
componer.

Aplicando nuevamente la definicion de derivada y las propiedades de los limites, se obtie-
nen las reglas que permiten derivar funciones conseguidas al operar con otras funciones,
como puedes observar en la tabla siguiente.

Derivada de la funciéon suma Derivada del producto de una constante
por una funcién

f(x) =g +hx)= f'(x) =g'(x) +h'(x) fE) =k gX)=>f =k g x
Derivada de la funcién producto Derivada de la funcién cociente
f(x) =g -hx)=f'x) =g'x)  -hx)+gx)  h'K) £ = igg L P = g' () -h(x) - gZ(X) h'(%)
[h(x)]

Derivada de la funcién compuesta: regla de la cadena

f =)= f() =gt ) N

Combinando estas reglas con las derivadas de las funciones que aparecen en la tabla T,
podemos derivar multitud de funciones.

Calculamos la derivada de las siguientes funciones: Hallamos la derivada de f (x) =x3-2x* + 1.

La funcién f es una suma de tres funciones:

a fx)=x c. h(x=1
\ _ ’i [, =x%f,0)=-2x% f,(x) =1
b. g(x) =Vx d i) =—= ,
& Luego f” serd la suma de las derivadas de estas

. fres funciones:
Todas estas funciones se pueden expresar en for-

| |
| |
| |
| |
| I
| |
| |
| |
| |
| |
|
ma de potencia, luego aplicaremos la regla de i L f'=f A
derivacién de f(x)=x" L oo
T . . | | Ademds, f, es el producto de una constante
a fE)=x"=f(x)=7x""=7x | (=2) por una funcién (x 2). Por tanto:
| |
2 2. -1 I ! — o3 ! — 242
b. g(x) = ¥ =xio g()=2x7 =2x5 = 3%_ L L= (0 =3
| |
) ; X | L f,(0) =-2x= f,)(X) =-2:2x = -4x
= = = 3 ' — 31— _ 4 2 | |
C. h(X) X3 X ih (X) = 3X = 3X = X4 i i fS(X) — 1$ f3|(X) — 0
=Ll Foime. Lo 13
; I(X)_&_XZ:”(X)_-ZX =X || Luego:
| |
__ 2 _ 2 ! - 2
= =- X ) =3x"—4x
2V 2xVx [ F'eo

Razonando de manera andloga a la del ejemplo 3, podemos calcular de forma inmediata
la derivada de cualquier funcidn polindmica:

Prohibida su reproduccion

[ =ax +a x+..+axt+axta=f(x)=nax'+(n-1)-a x?+.. +2ax+a,



Veamos ahora cémo derivar un producto y un cociente de funciones.

S

Hallemos la derivada de la funcién f(x) = x* - cos x. La funcion fes un producto de dos funciones:
gx)=x} vy h(x) = cos x
Debemos aplicar, pues, la regla de derivacion de un producto de funciones:

f®=g® -h®= f(x) =g - h(x) +gx -h'(x)

Se fiene: g'(x) = 3x*; h'(x)=-senx =

Ejemplo 18

Luego:

f'(x) =3x%*-cos x +x3* (-sen x)= 3x*-cos x + x¥sen x

Finalmente, veamos coémo se aplica la regla de la cadena para derivar una composicion
de funciones.

—_———— = 5 S S

Hallar la derivada de la funcion f(x)=sen2x. Hallemos la derivada de la funcién f(X) = cos?x.

La expresion cos 2_equivale (cos X)z, por lo que

La funcién f es la composicidon de dos funciones: - o )
la funcion fes la composicion de dos funciones:

g(x) = 2x y h(x) =senx

Ejemplo 19

=
N
o
Q
£
@
r

g(x)=cosx 'y h(x) = x?

cuyas derivadas son |as siguientes: . Lo
cuyas derivadas son las siguientes:

gx)=2 ; h'(x) = cos x

Aplicando la regla de la cadena, se tfiene: . _
Aplicando la regla de la cadena, se tiene:

() = g(heg)(®)=h(g(x))=

= (ho =h
= f'(x) =h'(g(x)) - g' (X) = cos2x - 2 = 2cos 2x F&) = (heg)() (gt =

= f'(x) =h'(g(x)) - g' (x) = 2cos x (-sen x)

=-2senxcosx

e~

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
|
i g'(x)=senx ; h'(x) =2x
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

9. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a. f(x)=2x°
b. f(x)=Vx*
) =2

Vx*
d. f(x) =3x*2x°+7x+10
e. f(x)=cosx.e*

f. f(x) =4x%Inx i

c
0
[}
[$]
)
§o]
o
Q
o
>
o
O
o
Q
<
o
a

0




1. APLICACION DE LAS DERIVADAS

El principal interés de la derivada, y la razdn por la que es

o L L Y A

utilizada en numerosos contextos cientificos y tfecnoldgicos, Iy N S

es la correspondencia entre su signo y el crecimiento o de- T AR
crecimiento de la funcidn original. B N
. p: Ry S S I
Monotonia de una funcion B B iU

Lol ey LS
. . N R [ R 1L | I

El uso de derivadas puede ayudarnos a determinar el cre- L f PR
cimiento o decrecimiento de una funcion a partir del signo A >
. PR A . | | ! 1 2 3 X
de la derivada. Recuerda la definicidon de derivada de una e

funcion f en un pUﬂTO X=a. Funcién creciente | figura 17
f'(a) = lim f(X) B f(a)
x—-a X-a

Supongamos que f'(a) > 0. Por la definicion de limite, para
valores de x suficienfemente proximos a a, se cumple que

f®-f@
X-a

> 0, lo que significa que:

x-a>0=>f(x)-f@)>0 , x >a= f(x)> f(a)
O equivalentemente:

x-a<0=f(x)-f(@)<0 x <a= f(x)< f(a)

Entonces, podemos afirmar que existe un entorno de aen el que
la funcidn es creciente. Decimos que f es crecienfe en x = a.

Andlogamente, si f'(a) < 0 obfenemos que la funcién es decre-
cienteenx =a.

Funcién decreciente | figura 18

Si f'(a) >0, f es creciente en un infervalo |, conaelysi f'(a) <0, f
es decreciente, en un infervalo dado.

Indicar los intervalos de monotonia de la siguiente funcion: f(x) = <1

Comprensién: Para conocer la monotonia de las funciones en dichos puntos, debemos asegurar que los puntos pertene-

cen al dominio de la funcién y de la funcién derivada. : . YA
R b |
P > 3x2
Resolucién: si la funcion f(x)=

: : : : |
. . . . . |
x-1 “heess LR K GRS SeaRI LT EEELTY ; }
: : : : |
El punto que anula el denominador en ambos casos es x = 1. ‘
Luego podemos asegurar que los puntos que hay que estudiar pertenecen

: : . : : |
' ' ' : ' |

al dominio D (f) =D (f") =R - {1}. e o B e S B
Ahora podemos calcular la derivada para estos valores: |
: ‘ : ; ] |

|

|

fl(-1)=225>0 e _
F0S)=-9<0  fx) =21 : 3x*  _ 3x(x 22)
f(3)=225>0 (x-1) (x-1)
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Y TAMBIEN:

Si una funcién derivable tiene un
extremo relativo en el punto x = a,
entonces f'(a) = 0.

1 I 1
1 I 1
[ i
1 I 1
- - - -
| I 1
—L_-L L
1 I 1 1 1 | | 3
| | | | | | |__min.
—r 1 T4 T T T 1>
-4 8 -2 -1 1 2 38 4 5 X
it il il il e ey Al il il el
| I 1 1 1 1 I 1 I
B i e e e e e e e e e
1 I 1 | minenxFl | | I
T T W Ty
1 I 1 1 1 1 I 1 I
1 I 1 1 1 1 I 1 I
B figura 19.

Y TAVBEN 1]

Si bien la derivada se anula
en los extremos de una fun-
cién, el reciproco no es cierto.
Dada una funcién derivable,
la derivada puede anularse

en puntos en los que la fun-
cidén no es un extremo. Por
ejemplo, para x = 0, la deri-

vada de f(x) =x3 es nula:

W —
R S -

_I—_T_Wlh-__l—_T_j__

3x>-8x+4=0=>x=

Extremos de una funcion

La funcién representada en la figura 19 tiene dos extremos
relativos: un mdaximo en x = 1 y un minimo en x = 3.

En estos puntos la funcidn no es ni creciente ni decreciente.

Entonces en ellos la derivada es cero, ya que no puede ser
ni positiva ni negativa.

Asi, podemos afirmar que:

Si una funcion derivable fiene un extremo relativo en el
punto x = a, entonces f'(a) = 0.

Un método para determinar si el extremo relativo es mdaximo o
minimo consiste en determinar el comportamiento de la fun-
cién a ambos lados del punto.

Si f(a) es un mdaximo relativo, la derivada pasard a ser positiva
para valores de x situados a la izquierda de x = a, y a ser negati-
Vva para valores de x situados a la derecha del punto x = a.

Si, por el contrario, f(a) es un minimo relativo, la derivada pasard
de ser negativa a positiva para puntos situados a la izquierda y
a la derecha respectivamente de x = a.

Asi, el comportamiento que presentaria la derivada de una fun-
cion f derivable con un mdximo relatfivo en x = a'y un minimo
relativo en x = b seria:;

x<a a x>a x<b b x>b
f'x) + 0 - - 0 +
fx) maximo maximo
B Tabla 5

e e e —

Hallar los extremos relativos de la funcién f(x) = x* -4x* + 4x + 2. )
Comprensién: Hallaremos los valores para los que se anula la derivada y estudiaremos su signo entorno a ellos.
Resolucién: f(x) = 3x* - 8x + 4. Los puntos en que la derivada vale 0 son:

Escogemos valores cercanos y a ambos lados de los puntos en que se
anula la derivada para saber si son maximos o minimos:

f[O=4 f@O=-1
x=0 x=2/3

f'x) + 0

fx) mdaximo

XxX=2.

8+/64-48 8+4 (x=-2
3 = {1 3

f(15)=-1 f3)=7
=il =15 = x=3
- 0 +
maximo

La funcidn tiene un mdaximo en el punto x = 2/3 y un minimo relativo en

6

2

X,




I5. PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Ya tenemos las herramientas para buscar los mdaximos y minimos de una funcién a partir
de su derivada. De esta forma, estamos en disposicion de solucionar una de las clases de
problemas que Mmds aplicaciones tienen en contextos reales: los problemas de optimizacion.

Optimizar consiste en buscar los mdaximos o minimos de una funcién que define un fené-
meno. Por ejemplo, en un proceso de produccion industrial es necesario minimizar gastos,
mienfras que en cualquier comercio conviene hacer los ajustes necesarios para maximizar
los beneficios.

Para resolver un problema de optimizacion, es aconsejable seguir estos pasos:

1. Relacionar las diferentes variables y plantear la funcidén que tenemos que optimizar.
2. Derivar la funcién y encontrar los valores en los que la derivada se anula.

3. Determinar si estos valores son mdaximos o minimos y calcular su imagen.

4, Comprobar si los resultados obtenidos son compatibles con el enunciado del problema.

e e e e - — =

Queremos construir un tridngulo isésceles con un perimetro de 18 cm. Calculemos las dimensiones que
deberd tener este tridngulo para que el drea sea mdxima.

Comprension:; Para resolver el problema, primero
deberemos expresar el drea del tridngulo como
una funcién que dependa Unicamente de una va-
riable. Una vez conseguida la expresidn, buscare-
mMos para qué valores el drea es maxima.

P(x)=2x+2y=18; y=9-x
h=\y2- =\(9-x)=x2 =\/81-18x=3//9-2x

Sustituyamos en la férmula del drea, obtenemos la
funcidn que deberemos derivar:

AX)=x-h=x-392x=3 - \/9x %- 2x°
2

La expresion del drea es la composicion de las
funciones g(x) = 3Vx  yh(x) = 9x2 - 2x® y su de-
rivada serd:;

Datos: P = 18 cm; longitud de los lados iguales: X;
altura: h

Resolucioén:

Un dibujo nos ayudard en la comprension del
problema.

A =g (fX) f= ﬁ - (18x - 6x2) =

_18x-(3x) _ 9-(3x)
S 2x/9-2x  \9-2x

Vemos que la derivada se anula en x = 3.

3. Para determinar si el valor es méximo o minimo,
escogemos un valor de x mayor que 3 y otro me-
nor del dominio de definicién de f. Por ejemplo,
x=0,x=4:A"(0)=9>0

A(#)=-9<0

1. La funcidén que representa el drea del fridingulo es:

2x-h
2

Luego, x = 3 es un mdaximo y el fridingulo deberd tener

basede2-3=6cmyladosigudlesdey=9-3=6cm.
4

A= =x-h

El resultado del problema indica que el tridngulo
isdsceles de drea mdaxima es, de hecho, un fridn-
gulo equildtero de lado 6 cm.

A partir de la expresidn del perimetro y el teorema
de Pitdgoras, indicaremos la altura en funcién de la
\_ variable x:

Prohibida su reproduccion
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Problemas resueltos ©

Estudia y representa la gréfica de la funcién f(x) =

X3

Comprender:

Para estudiar y representar la funcién, analizaremos as-
pectos como el dominio, el recorrido, la simetria, los cortes
con los €jes, los extremos y la monotonia y las asintotas.

Planificar:

Infenta resolver el problema individualmente. Para ello,
tfapa la respuesta y sigue estos pasos:

Ejecutar el plan

1. Dominio y recorrido: la funcién es una fraccién alge-
braica vy, por lo tanto, para estudiar el dominio debe-
mos analizar para qué valores de x se anula el deno-
minador.

2. Simetria: para determinar la simetria, comparamos la
funcién original con la funcién f(-x).

3. Cortes con gjes: determinEmos los puntos de corte con
el eje de ordenadas evaluando la funcibn en x =0y
las soluciones de la ecuacién f(x) = 0.

4, Extremosy monotonia: para conocer los extremos, bus-
guemos los puntos en que la derivada es 0 y evalue-
mos el signo de los puntos a la derecha e izquierda de
estos.

5. Asinfotas: para determinar las asintotas, debemos es-
tudiar cémo se comporta la funcién en el infinito (a.
horizontal), alrededor de los valores de x que no estdn
en el dominio (a. vertical) y si existe una recta

y = mx + n tal que:

m=limm
X

x—+oo

n=lim [f (x) — mx ] (c. oblicua)

6. Representacion grdfica: con los datos conseguidos y
algunos puntos de la funcidén, obtenemos la represen-
tacién grdfica.

Respuesta

Revisar el denominadora 0:x*-1=0—-k=+1

Luego el dominio es: Df(x) = R — {—1,1}.

En este caso, la funcién puede tener como imagen cual-
quier nUmero real. Enfonces, el recorrido es R(f) = R.

COMES

F= it =

=-f®

x2-1

Alser f(x) =-f (x), la funcién es impar. Luego es simétrica
respecto al origen de coordenadas.

Corte con el eje horizontal: f(0) = 0.
La funcidn corta el eje de abscisas en el punto (0, 0). Corte
con el gje vertical:

3
f(x)=0—>7xz)flz 0-X=0

La funcién corta el eje vertical en el punto (0, 0).
Calculemos la derivada de f(x) y la igualamos a O:

F0= 3x* (x*- Dx*2x  x'-3x*
Bl (x2-1)? (x>
x*-3x?
(x-1) =0-x*-3x*=0-

—>X1=-\/§;X2=0;X3=\/§

Evaluemos la funcién a derecha e izquierda de los puntos
hallados.

x=-2 x=-0,5 x=-0,5 x=1,5 xX=2

' + 0 - - 0
f®)
La funcién presenta un méximo en x = — \/§y un minimo

enx=\/§.

* Asintotas horizontales lifrn fx) =1
X—+00

* Asinfot rticales: 1i =-00 lim =-
sintotas verticales: lim  f(x) = -oo m f(x)=-

X—+oo

* Asintotas oblicua: lir+n @ =1;lim [f(x) —mx]=0
X-xo X—+oo

La funcién presenta
asintotas  verticales
en x =+ 1y contie-
ne una asintota obli-
cua de ecuacion y
=X

y




Problemas resueltos ©

Interpretacion geométrica de la derivada

El crecimiento de una poblacién invasora en un ecosiste-
ma, con 10 individuos iniciales, viene dado por la siguien-
te funcién: f(t) = 10-1,3", donde t representa el tiempo
en meses.

Calculemos

a. La ecuacién de la recta tangente a la grdfica de la
funcién cuando han pasado 2 meses.

b. Laecuacién de la recta normal a la gréfica de la fun-
cién cuando han pasado 2 meses.

¢ Comprender. Calculemos la derivada de la fucién en
un punto, para aplicar la férmula de la recta tangente
y posteriormente la de la recta normal.

* Datos: t, =2 meses
Ejecutar el plan

a. Laecuacién de la recta tangente viene dada por:

y=f@=f@-(x-a)
Calculemos la derivada de la funcion:
f(©)=10-1,3tIn1, 3
Parat=2:
f(2)=10-1,3>=16,9 f'(2) =10-1,3*1n1,3 = 4,43
La ecuacién de la recta tangente serd:

y—169=443-(x—2)
y = 4,43x + 8,04

b. La ecuacién de la recta normal viene dada por:

y-f(@ =

1 (xa)
a

(@
Sustituyendo los valores obtenidos en el apartado anterior.
-1
y-16,9 = 4= (x-2)

-X
4,43

y = +17,35

Derivabilidad y continuidad

Estudia la continuidad y la derivabilidad de la siguiente funcién:

3x-1 six<2
f&= [XZ+1 six>2

¢ Comprender. Al trafarse de funciones polindmicas, son
continuas y derivables en sus respectivos dominios. Po-
demos, por lo tanto, reducir el estudio de la funcién en el
punfos x = 2.

* Ejecutar el plan: Comprobemos, en primer lugar, si la fun-
cién f(x) es continua en x = 2:

lim f(x) =lim3x-1=5

X—2- X—2-

lim f(x) = lim x?+1=5
x—2+ X—2+

f(2)=3-2-1=5
Al coincidir ambos limites con el valor de la funcién en el

punto x = 2, podemos asegurar que la funcién es continua.
Seguidamente, derivamos la funcién:

3 six<?2
f'x= 2X six>?2
3 six=2

Veamos cémo se comporta la derivada en entorno a
x=2: f'(2-)=3 f'2+)=4

Los limites laterales no coinciden y, por lo tanto, la funcién no
es derivable en x = 2.

Revisar: Para comprobar la solucién dibujemos la grdfica y
observemos que en x = 2 la funcién es continua pero no
derivable, pues las pendientes no coinciden.

Prohibida su reproduccion
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6. DERIVADAS Y TIC'S. GEOGERRA

Para determinar derivadas, podemos utilizar la Vista Grafica y los iconos:

Bl . L1 4 i ome < & Tangentes (Tangents) GeaGebrg
2 [ e = 4 Tangentes g Texto
¥ ¥ (S|Ope) ,.:-m_l El icono Texto (Text) permite incorporar texto y férmulas a cualquier

£ documento GeoGebra.
i, Bighe wt s, e ' g

:": famy o Lerrd fl'\--
-'-n.lh fl--qld.'au;- E 'ﬂ'
.-"" kym iy Ml i

Podemos analizar el valor de la pendiente de la tangente de la funcién en cada uno de los
puntos indicados. Deducimos que en el punto (1, 0) la funcion es creciente; en el (- 2, 6) es
decreciente y, en el vértice, la funcion presenta un extremo relativo (minimo).

Observa esta funcion: f(x) = 2x?-2

10. Dibuja con GeoGebray con ayuda de los deslizadores: c. Determina las caracteristicas de la fun-
) cién de la figura. Selecciona cuatro
= a* = b X
F9 y8() puntos y halla la pendiente de cada
uno de ellos.

a. Estudia el crecimiento y el decrecimiento de las
dos funciones. Presta especial atencion al definir A AL 1 E"
los deslizadores. ol Il T il =

b. Determina el punto de inferseccion de f(x)y g (x) E
con los gjes. Para ello, ufiliza el desplegable que o Point

aparece en el icono resaltado. &
g ] Paink on Object

1 f Attmch / Detach Paing g
A /-’ E b_ @ | i
L] ,..-‘I""' :)(l" intersect

-l . Midpoint or Center

™ 4 Coimgliex Mumber

e e ——

http://goo.gl/HayRQO



y problemas propuestos

D De limites e indeterminaciones

1. Calcula los siguientes limites:
a. lim (x*+2x2-x-10)
x—1
b. lim _X’+x*+5
©x-1 x3-2x%4x-3
o lim _x*-5x+6
X3 x2-3x-4
d. lim X-5x*+8x+4
X2 x34x%-8x-12
lim (x+1)% (x-2)°-5
=1 (x41)3- (x-2)%-7

nes y decide si existe el limite:

a. f(x) =% parax =3

2X
b. X) =————— para x=1
A X+2x+1 p

3. Calcula los siguientes limites:

lim x+5

X=2  x-2

lim x*+5x+4

x=5 x%-10x+25

o lim -x*+2x-1

" xo2 x*-6x3-13x%- 12x+4

a.

b.

4, Calcula los limites de las siguientes sucesiones:
Q. lim 6'—4112
X—2+00 an

b lim 4n%?+ 3n- 2

' n-+4oo

2n3- 4n
c. lim 2n34n
e T 4

5. Calcula los siguientes limites.

a. lim_3x
X—2- X2_4_

b. lim 3X
n—-2+ X2'4'

Halla los limites laterales de las siguientes funcio-

d. lim 8x'+2
xote Dx244

6. Calecula a si f(x) cumple: f(x) =ax*—8x y
lim , f(x)=-1

F(x) = ax’- 8 y lim fo=-1
X x—2

7. Observa la grdfica representada y calcula:

\

............................

..............................................

a. Los limites laterales en x = 1.

b. El limite cuando x tiende a infinito.

c. El limite cuando x tiende a menos infinito.
d. Los limites laterales en x = 0.

e. Ellimite en x = 2.

f. Ellimite en x = -2.

8. Halla el valor de a para que se cumpla:

lim (X*+a _ x*-a \_/
xore | x-a x+a

9. El siguiente limite es una indeterminacién del

tipo 0 / 0:

lim [ X'+ 2x-a
=2\ x2-bx + 2

a. Calcula los valores de ay b.

b. Halla el valor del limite.

D Tasa de variacién y Derivadas

10.Calcula la tasa de variacion media de la funcién
f(x)=x%3enlos intervalos [-1, 0] y [2, 5].
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y problemas propuestos

11. Calcula la tasa de variacion media de las si-
guientes funciones en los infervalos:

a. [0,2] b. [2, 4] c. [4,10]

12. Dos atletas realizan una carrera de 10 km. Obser-
va sus evoluciones en las siguientes grdficas:

A
y(km)

- -4 = m -

TSN R
B
RN
&
3
2

Para cada atleta, halla:

a. Latasa de variacién media de los 5 primeros
kildbmetros.

b. Latasa de variacién media de los Ultimos 5
kilbmetros.

c. Latasa de variacion media total.

d. ¢Qué significado fisico tienen los valores en-
contfrados?

13.Calcula la tasa de variacidn media de las si-
guientes funciones en el infervalo [1, 1 + h]:

c. f(x)=Vx

d f(x)=1

a f(x)=x
b. f(x)=x*

14, Disponemos de un circulo del cual podemos
modiificar la longitud de su radio. Halla la funcién
que representa el drea del circulo y calcula:

a. Latasa de variaciéon media del drea en el in-
tervalo del radio [2, 4].

b. Latasa de variacién media de las 10 primeras
unidades.

c. Latasa de variaciéon instantdnea para r = 2.
d. Latasa de variaciéon instantdnea para r = 10.
e. Latasa de variacion instantdnea para r = 100.

—Explica, brevemente, como ird modificndose
la tasa de variacion instantdnea segin aumen-
fe el radio.

B Derivadas

15. A partir de la definicidén de derivada en un pun-
to, halla la derivada de las siguientes funciones
enx=1

a. f(x)=x+6

b. f(x)=§-1

c. f(x)==x*+2x+1
d fe==2

16. Halla la ecuacién de la recta tangente en x = 2,
de la funcién f(x) =x*-3x + 5.

17. Un objeto se mueve bagjo la trayectoria dada por
la siguiente ecuacion: f(x ) = 3x* - 4x + 6 Utili-
zando la definicién de derivada, calcula:

a. La derivada para x = 2.
b. La derivada para x = - 1.



y problemas propuestos

B Operaciones con derivadas

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

Determina los valores de x para los cuales la
siguiente funcidn no es derivable:

x-1 six<O0
f)={x si0<x<2
2x  six>0

Averigua si es cierta la afirmacioén siguiente:

-k L pe)=-ke®
T~ %00 77T oy’

Demuestra que la derivada de f(x) =tgx es:

Fx)=—1

C0S%x

Calcula la funcién derivada de las siguientes fun-
ciones:

a f(x)=x° d fx)=Vx
b. f(x)=x"* e f(x)=¥
c. f(X)=% f. f(x)=%

Aplica la regla de la suma para calcular las derivo-
das (f+Qg) vy (f-g) “dadas:

a. f(x)=3x° g(x) = cosx
b. f(x)=Vx g(x) = Inx
o flx)=2¢ g =5
d. f(x)=senx g(x) =>5e°
e. f(x)=logx g(x)=3%

Halla un método para encontrar la funcién deri-
vada de las siguientes funciones y elabora un do-
cumento explicando los pasos que has seguido

para obtenerlas:

a fx=2x*+1 b. f(x)=x+1

Halla la derivada de las siguientes funciones, ufili-
zando dos métodos distintos:

a. f(x)=2x-6

b. fx)=-x
c f(x)= Jyx+1)
d fx)=2%

25. Aplica la regla del producto para calcular las

26.

27.

28.

29.

30.

derivadas de las siguientes funciones:

a. f(x)=x° senx
b. f(x)=x2-Vx f.
c f(x)=x*Inx g f(x)=Vx-senx
d. f(x)=(x3-2x): e h. f(x)=3%x

e. f(x)=Inx-cosx

f(x)=senx- cosx

Calcula la derivada de las funciones siguientes:
a. f(x)=3x*+5x>—-12x*+3x+ 4

b. fx)=4Inx—x

c. f(x)=¢e" senx

d. f(x)=4cosx—x.Inx

Dada las funciones f(x) =2x*-4x+ 6y g (x) =-x*
+ 2x, halla la derivada de las siguientes funciones:

a hx)=fx)+gX)
b ix)=g(®-f(®

c i =fx -8k
_f®
o k(x) ="

Halla los ecuaciones de la recta fangente y de
la recta normal de las siguientes funciones en los
puntos indicados:

a. f(x)=Inx+1l)enx=2.

b. f(x)= yx-2enx = 6.

c. f(x)=2e*enx=0.

d f(x)=In(x+1)enx=0.

Encuentra las ecuaciones de la recta fangente y
de la recta normal a la funcion f(x) =x° - 3x* -x +
S5enelpunto A=(3,2).

Halla la ecuacién de la recta tangente de las si-
guientes funciones, la pendiente de la cual sea 2:

af(x)=x*—4
b. f(x)=—2

X

c f(x)=x*—4x
d f(x)=Inx
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31. Determina los infervalos de monotonia de las si-
guientes funciones:

a f(x)=x*—3x+2 e f(x)=x>—-12x

b. fx)=x*—4 f. f(x)=4x—80

c. fx)=x* g fx)=2-Inx

d fx)=x* h. f(x)=x°
BMésafondo

32. Halla los mdximos y minimos de las siguientes
funciones:

d fx=x>*-12x—1
e f(x)=x*-2
fx)=3x—-20

a f(x)=x*—3x+2
b. f(x)=x*—4
c fx=2x*-3x*+2 f

33. Halla los limites de las siguientes funciones para
X cuando — 400 y para X — -0o:

X 6x*+1
af)=3"g Cf) =201
6- -6x*+ 1
b.f(x) =57 dfx)=— 57

34. Calcula los siguientes limites:

a. lim x - 3<1 g lim X¥*+5x°+8x+4

x—0 x=-2  x34+x%-8x-12
b. lim InGx+1) e. lim /(- 16)°
x>0 2x+42 X5
-4
c lim x-1 £ lim [ X-2\x
X202 \2-xX +x x>2\ 2-x

35. Dadas las siguientes funciones:

fx)=x*-1 g(x)=\2x-8
heo) = L jo) = B

Halla estos limites:

a. lim (@) d. lim (f()+j(9)

=2\ f(x)
b. lim (f () +8(x)) e. lim (f(x) - h(x))
c linzl (f®)+g(x) f. 1m21 [F(x)]7®

36. Calcula la pendiente de la recta secante a la
gréfica de la funciéon f(x) = 3x* — 2x + 9 por
los puntos de abscisa x = 0y x = 2, y escribe la
ecuacién de dicha recta.

37. El movimiento de un proyectil viene dado por la
siguiente ecuacion: f(x) = 5+ 3t — 4,9t donde
X es la posicidon en metros y t es el tiempo en se-

gundos. Calcula:

La velocidad parat=0s.
La velocidad parat=2s.
La velocidad en cualquier punto.

La aceleracién parat =0 s.

© o O T Q0

La aceleracién en cualquier punto.

—

Encuentra la derivada enésima.

38. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes en
los puntos de corte con los ejes de abscisas de la
funcion: f(x) = x*+x — 2

Comprueba la solucién dibujando la pardbola y
las tangentes con un programa informdtico.

39. ¢Cudl es la pendiente de la recta tangente a la
curva de ecuacion f(x) = x 3 + x- 2 en el punto

de abscisa x= >

—Escribe la ecuacion de dicha recta.

X+ 2
x-1
la fangente y la normal para x = 2. 2

40. Considera la funcion f(x) = y encuentra

41, Halla la funcién derivada de cada una de las
funciones siguientes:

a f(x)=10Vx c. fx) =W
b F) =1, o f) =5

42.Si uno de los catetos de un tridngulo rectdngulo
fiene una longitud de b =3 cm:

a. Calcula la derivada de la hipotenusa a como
funcién dependiente del cateto c.

b. Determina los intervalos de crecimiento y de-
crecimiento de la funcién.



y problemas propuestos

43. Determina los infervalos de monotonia de las si-
guientes funciones y los mdaximos y minimos:

d f(x)=x-2)3
e f(x)=05x%+2
f fX)=Inx*+1)

a f(x)=x*+2x*+x+1
b. f(x)=sen(2x),x€[0,p]
c f(x)=e-1

44, Las trayectorias de dos cuerpos vienen definidas
por las siguientes funciones:

ft)=2—-5t+1 g(t)=%t4—lt2

2

a. Determina los intervalos de crecimiento y de-
crecimiento de cada uno de ellos.

b. Halla los extremos de cada una de las frayec-
forias.

45, Considera la funcién f(x) =x - e* y determina:

a. Los infervalos de crecimiento y decrecimiento.

b. Los mdximos y minimos.

46. El movimiento de un objeto viene dado por la si-
guiente ecuacion: f(x) =x*—2x*+1

Determina:
a. Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b. Los mdaximos y minimos.

47. Aplica la férmula de la derivada de un producto
para calcular la funcién derivada de fen cada
CasO:

a. f(x)=x2.senx

b. f(x)=x.Inx

48. Aplica la férmula de la derivada de un cociente
para calcular la funcién derivada de f en cada
Caso:

2
a f9=—3 7
. =%

49. Dada la funcién f(x) = x?2 — 7x + 1, averigua el
valor de la derivada en los puntos de abscisa

x=-2,x=2yx=10.

50. Determina la ecuacién de la recta tangente y la
recta normal a las siguientes funciones en el pun-
fo indicado:

a. f(x)=%parax= 1
b. f(x)=x*—2x+3parax=3

¢ f(x)=x?—2x+3parax=-1

o

. f(x)=Inxparax=1

(0]

. f(X) =cosxparax =p

51. Calcula las derivadas de las siguientes funciones
utilizando las propiedades de la suma, el produc-
to o el cociente de derivadas:

a. f(x)=3x*+senx
b. f(x)=Inx-(x*+2x+1)

c. f(X) _X 'XC-(I)_S:lX
@ s

52. Estudia la monotonia de las siguientes funciones;

a. f(x) = cos (1x)

b. fx)=x3—-1

c f(x)=x?—-3x+2
A FO= i1

e f(x)=¢

f. fxX=Inx-x

53. Aplica la regla de la cadena para calcular la de-
rivada de las siguientes funciones:

a. f(x) = (2x+3)?
b. g(x) =sen5x
h(x) = e®bx

o o

i(x) = In(sen x?)
e. j(x) =cos*x®

f. k(x)=\senx

54. Dada la funcién f(x) =x2 — 7x + 1, averigua el vo-
lor de la derivada en los puntos de abscisa x =—3,
x=4yx=-5.

Prohibida su reproduccion

119




y problemas propuestos

55. Dada la funcién f(x) = sen x . cos x, comprueba g. lim x-4x h lim X +5x+8x+4
que la funcién derivada se anula en el punto de x>-2 2x*-8 Coxot2 T 24 Ax 4+ 4
abscisax =1/ 4

—,Coémo serd la tangente en dicho punto, con res- 60. Los beneficios de una empresa vienen dados por
pecto al eje de abscisas? la siguiente ecuacion: f(x) =x> —2x* + x — 4,
donde x son los anos transcurridos y f(x), el benefi-

. . cio en miles de ddlares.
56. Averigua la ecuacion de la recta tangente a la

curva de ecuacion f(x)=x.In x en el punto de Calcula: El momento en el cual el beneficio sea
abscisax = 1. minimo. El valor de este beneficio.

61. Calcula la funcién derivada de cada una de
las funciones siguientes:

a. f(x)=tg3x b. f(x) = ex% sen 3x

57. Determina los extremos relativos de las siguientes
funciones:

a. f(x)=x?>—3x+2

b. f(x)=sen (mx) 62. Halla los vértices de las siguientes pardbolas:
U S a fx)=x*—4
¢ f(X)_(x2+x+1) )
b. f(x) =4x"—16
d fx)=x-Inx
f® c. f(x)=x*—4x
d fx)=x*+x—6
58. En las siguientes grdficas de funciones, indica los
i : P e. f(X)=x*—4x+4d)
intervalos en los cuales la derivada de la funcion
serd positiva y los infervalos en los que serd nega- f. f(x)=-2(x+3)*-8

tiva. Razona tu respuesta.

f)=-x*+3(x+2)-1
h. f(x)=(x+3)2

A continuacién, deriva las expresiones, busca los
extremos y comprueba que coinciden con los
vértices que has encontrado.

Q

a. (En qué casos se trata de mdaximos? ¢Y de mi-
nimos?

b. ¢Qué relacidn tienen los extremos relativos
con los coeficientes de la pardbola?

63. Determina los valores de a, b y ¢ de la pardbo-
laf(x) = x* + bx + ¢, para que su Vértice esté en el
punto (2, 1).

64. Estudia la monotonia y los extremos de las si-
guientes funciones:

59. Calcula los siguientes limites: x+2 six<2
S a fx)=¢<3 sil<x<3
g lim _2x°+4x*-18 d. lim X+2x 2x - i
é a. e A =00 x-3 six>3
Q
§ b. lim 4x*-5x-18 e. lim x*+1 -(x-1)?

A TOR° 20 ot X .

3 X—>+00 3x-6 b f( ) six<0
o) X)) =
£ o lim 3%+ 2x ¢ lim (2x,_x-1 six>0
& Cxde T o2 xoteo | Ty T2 3



Ejercicios

65. Un heladero ha comprobado que, a un precio

66.

67.

de 50 centavos de $ la unidad, vende una media
de 200 helados diarios. Por cada centavo que
aumenta el precio, vende dos helados menos
al dia. Si el coste por unidad es de 40 centavos,
¢a qué precio de venta es mdximo el beneficio
diario que obtiene el heladero? ¢(Cudl serd ese
beneficio?

El mismo heladero del problema anterior para
vender sus helados quiere construir un recipiente
coénico de generatriz 10 dm y de capacidad
maxima. ¢ Cudl debe ser el radio de la base?

Si el movimiento de un proyectil viene dado por la
ecuacion x (t) = 5t % + 2t — 2, siendo x la distancia
expresada en metros y t el fiempo en segundos,

calcula:

. Lavelocidad inicial.

a
b. La velocidad después de 3 segundos.
c. Laaceleracion inicial.

d

. La aceleracién después de 10 segundos.

68. La produccioén de frutillas en un invernadero (Q(x)

en kg) depende de la temperatura (x en 2C)
segun la expresion: Q(x) = (x + 1)?(32 -x)

a. Calcula razonadamente cudl es latemperatura
Sptima a mantener en el invernadero.

b. (Qué produccidn de frutilla se obtendria?

69. Una huerta fiene actualmente 24 drboles, que

producen 600 frutos cada uno. Se calcula que, por
cada drbol adicional plantado, la producciéon de
cada drbol disminuye en 15 frufos.

a. ¢Cudl debe ser el nimero fotal de drboles que
debe tener la huerta para que la produccion
sea maxima?

b. ¢(Cudlserd esa producciéon?

70. El costo total de la produccidén de q unidades

de cierto producto se describe por medio de la
funcion.

¢ =100 000 +1 500q + 0,2q* donde C es el costo
total expresado en ddélares.

http://goo.gl/2vcGk8
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a. Determina cudntas unidades q deberian
fabricarse a fin de minimizar el costo
promedio por unidad.

b. ¢Cudl es el costo total de fabricacidn en este
nivel de produccién? ¢Cudles son las dos
formas en que puede calcularse esta cita?

71. Una compania estima que la demanda anual

de su producto fluctia con su precio. La funcién
de demanda es q = 180.000 - 250 p donde g
es el nUmero de unidades demandadas y p el
precio en ddlares. El costo fotal de producir q
unidades se estima con la funcidn

C=350000 + 300q + 0,001q>

Determina cuanftas unidades q deberian
producirse con objeto de maximizar la utilidad
anual.

¢, Qué precio deberia fijarse?

¢(Cudl se espera gue sed la mdaxima utilidad
anual?

.Para almacenar agua en una escuela rural
se quiere fabricar un tanque metdlico, cuya
capacidad debe ser de 4 000 litros. ¢(Qué

dimensiones debe tener para que su fabricacion
sea lo mds econémica posible?

73. Una piedra es lanzada siguiendo una trayectoria

parabdlica, dada por la ecuacién h = -2+ 8t- 13,
donde h es la altura en metros y t el tiempo en se-
gundos. Halla el tiempo en que alcanza su altura
mdxima y el valor de esta.

74. Cudl es la altura mdéxima gue alcanza una pelo-

ta de futbol que se lanza siguiendo una trayec-
toria parabdlica, cuya ecuacién es

1
h=- —t*+60t
4

donde h es la altura en metros y t el tiempo en
segundos.

—¢En qué tiempo alcanza la altura maxima?

75.Con una Idmina cuadrada de 10 dm de lado

se quiere construir una caja sin tapa. Para ello,
se recortan unos cuadrados de los vértices.
Calcula el lado del cuadrado recortado para
que el volumen de la caja sea mdximo.



1-Tasa de variacion.

2.- Derivada de una
funcion

Tasa de variacion media (TVM):

3-Cdilculo de
_f®)—f@) .
TVM () =" — derivadas

4.- Aplicacién de las
derivadas

Tasa de variacién instantanea (TVI):

f)—f@@)

VLG =lim ===

Derivada de una funcién en un puntof'@):

f(@)=lim

x—a

La derivada de una funcién en un punto
fb)—f(@) ———1 es elvalor de la pendiente de la recta
—a tangente en este punto.

recta tangente: y —f(a)=f'(a) - (x —a)
Continuidad: una funcién derivable en un

. punto es continua en este punto. recta normal: y — fla)= — 1 (x—a)
o i
Funcién derivadaf (x):
Derivada segunda:

o fHh)=f(%)
L f00=lim S5 Foo=im f(X+h}?—f(X)

f(x)asigna a cada punto de la funcién f el

valor de su derivada.
Suma de funciones:
) S(x)=g(x)+h(x) = f(x) =g'(x)+h'(x)
Funciones elementales:
_ Producto de dos funciones:
=k keR =0
& o= f()= 8000
fE)=ax" f &) =nax™ f(x)= g'(x)-h(®+ g(x)-h'(x)
Sf)=ex f&)=ex
i f=a fey=ar 'in a Cociente de dos funciones:
f&)=Inx fx)=— _ 8(x)
>1< fx)= he)
= = _ 8(x)-h(x)—g(x) -H(x)
f&)=log, x =" f)= o
fX)=senx f(x)=cos x
&) =cos x f@=-senx Composicion de funciones:
f)= (g M)
Fx)= g'(h(x)) -h'(x)

monotonia de una funcién

extremos de una funcién 4(
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A . .
£/ Para finalizar

0 Calcula la tasa de variacion media de
la funciéon f(x) = x* — 3 en los infervalos
[-1,0]y[2,5].

@ Calcula la pendiente de |la recta secante a
la grafica de la funcion f(x) = 3x% — 2x +
9 por los puntos de abscisas x=0yx =2y
escribe la ecuacion de dicha recta.

O El valor de un mineral es directamente pro-
porcional al cuadrado de su masa. Si he-
mos extraido un mineral de 50 g y lo quere-
mos dividir en dos trozos que minimicen su
precio, encuentra la masa de los dos trozos.

@ Dada la siguiente funcion: f(x) = x* — 2x + 4

a. Latasa de variacidon media en el infervo-
lo[2,3].

b. La tasa de variacién instantdnea para
x=1.

c. La ecuaciéon de la recta tangente para
x=0.

d. La ecuacién de la recta normal para x = 0.
e. Las n derivadas primeras.

f. Los intervalos de crecimiento y decreci-
miento.

9. Los mdximos y los minimos.

@ Indica los intervalos de monotonia de las
siguientes funciones.

a. fx)=2x+5 c g(x)=x*-3x+5

3

b. h(x) = —

Reflexiona y autoevalldate en tu cuaderno:

* Trabajo personal

¢Cdémo ha sido mi actitud
frente al trabajo?

¢He cumplido
mis tareas?

¢Qué aprendi en esta
unidad temdtica?

« Escribe la opinidn de tu familia.

@ Dada la funcién: f(x)=

O Se dice que una funcién derivable varias

------- ©00000000000000000000000000000000000000000000000000000s,

5 2
%2 27 3

Determina:

a. La tasa de variacion media en el intervo-
lo[1,2].

b. La tasa de variaciéon instantdnea para
x=1.

.
©0cccccccccccscccsccssssssscccccces’

c. La tasa de variacién instantdnea para
x = 0.

eecccccsccccce

d. La ecuaciéon de la recta tangente para
x=0.

e. La ecuacion de la recta normal para x = 0.
f. La contfinuidad y la derivabilidad.

9. La segunda derivada.

h. Los intervalos de crecimiento y decreci-

miento.

veces en x = a tiene un punto de inflexién en
(a, f (@) si f"(a) = 0 y el minimo n tal que
f(n) (2) = 0 es impar. Investiga en Internet
qué relacion tienen los puntos de inflexidon
con la curvatura de una funcién y encuen-
fra los puntos de inflexién de las siguientes
funciones:

a f(x)=x3
b. f(x) = (x+2)* (x-1)°
C. f(x) =senx+ cosx, conx € [0, 2m]

d. f(x) = xe*

0000 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

* Trabadjo en equipo

He compartido con mis
companeros y companeras?

¢He respetado las opiniones
de los demds?

* Pide a tu profesor o profesora
sugerencias para mejorar y escribelas.




ZONA

Teoria de los extremos

Uno de los conceptos que relaciona
las derivadas con la geometria es
la teoria de los extremos: la deri-
vada en los mdximos y minimos
de una funcidén se anula. Asi lo
enuncid el jurista y matemdtico
francés Pierre de Fermat (1601-
1665). También es conocido
por su llamado ultimo teorema
de Fermat, que no fue resuelto
hasta 1995.

La derivada y su notacion

Las reglas del cdlculo de las derivadas se de-
ben al britdnico Isaac Newton (1642- 1727) y al
alemdn Gofttfried Leibniz (1646-1716). Aunque
sus trabajos coincidieron, mantenian cierta di-
ferencia de criterios en aspectos como |la mao-
nera de nombrar la derivada de una funcion;
mienfras que Newton la expresaba como f(x).
Leibniz lo hacia con dy .

dx
Anos mds tarde, el italiano Joseph Louis Lagran-
ge (1736-1813) introdujo la notacién f'(a) para
referirse a la derivada de una funcién en un
punto.

FUNCIONES Y LIMITES
| ENETEN

La maratén

«Si quieres ganar, corre cien metros.
Si quieres experimentar la vida, corre una maratén».

Esta afirmacion la realizd el gran atleta y medallista
olimpico de origen checo, Emil Zatopek (1922-2000),
mdss conocido como la Locomotora humana. La frase
hace referencia a la experiencia vital que supone co-
rrer una carrera de este tipo, mds alld de las victorias y
mMarcas que se puedan conquistar.

Esta y otras pruebas deportivas pueden ser estudio-
das matemdticamente a través de las derivadas; en
el caso de la maratén, puede analizarse cdémo varia
la velocidad del atleta a lo largo de cada instante de
dicha carrera. Accede a http://links.edebe.com/mx94x
y conocerds en qué consiste la relacion existente entre
esta prueba deportiva y la derivacion de funciones.

Entratambién en http://links.edebe.com/lbdkxk y http://
links.edelbe.com/5ys para obtener mds informacidn so-
bre las aplicaciones de las derivadas en otros deportes.

Economia y derivadas

En economia, las derivadas también pueden resuttar Uti-
les; por ejemplo, para conocer a partir de qué nivel de
produccién los costes serdn minimos, sabiendo la fun-
cién de los costes de fabricacidn. Supongamos que el
coste de un producto viene dado por la funcién

2
Cx) = X?ri— 2x + 300, donde x es la cantidad de uni-

dades producidas. ¢Qué nivel de produccion tendrd un
coste minimo por unidad? ¢ Cudl serd dicho coste?

Economista...

Elaboraria un buen plan de optimizacién para
mi empresa y la de mi familia, que garantice
un exitoso proceso de producciéon, donde esté
implicita la reduccién de gastos y costos, y se
priorice la calidad del producto, todo esto gra-
cias a los conocimientos adquiridos mediante
la aplicacion de modelos matemdticos, como
los estudiados en esta unidad.
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- ESTAS FOTOS MUESTRAN ALGUNAS DE LAS PEQUENAS EMPRESAS
| O QUE EXISTEN EN NUESTRO PAIS:

Tu negocio
j@hora es una realidad|
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http://goo.gl/ca8pzU
http://goo.gl/caspzU
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PEOYECL

http://goo.gl/33YSEI

>
@
[N
>
1%
R
=
o
o
o)
o
2
=
o)
=
e

X
[
N
jihe
2]
=
o
o
o
(o)
=
=
ol
=
<

ELEGIMOS
1. ¢ Me gustaria crear mi propia empresa?

2. {Qué pasos debo dar para formar esta pequena empresa?

3. Con algunas de las herramientas matemdaticas que ya poseo, ¢puedo dar los primeros
PAsos?

4. i Es suficiente con tener el capital para tener un negocio exitoso?, ;qué condiciones se
necesitan?

____________________

Si accedes a estos u ofros sitios puedes inférmarte sobre los pasos que debes seguir para
formar una empresa e informacién econdmica importante:

www.supercias.gob.ec
www.negociosyemprendimiento.org/

www.gerencie.com

Prohibida su repr  ‘uccién
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DESARROLLAMOS
Teniendo en cuenta lo investigado sobre cémo crear una empresa:

5. Escoge una empresa que te gustaria formar, cudl seria el producto principal y qué
nombre le pondrias

6. Elabora con un companero una serie de medidas que pondrdn en marcha para que
su empresa tenga éxito.

7. Crea una lista de todos los materiales que necesitan para elaborar este producto. (fi-
cha de costo)

8. Analiza y explica como pueden optimizar el proceso de produccidén de la empresa.

9. Con lo estudiado en esta unidad, confecciona y resuelve tres problemas de optimiza-
cion para tu empresa.

10.Representa mediante grdficas, el rendimiento de tu empresa.
11. Elabora un balance econémico de tu empresa.

12.Redacta un informe con todo lo realizado en este proyecto, donde incluyan ademas el
balance econdmico, los problemas que plantearon y una muestra del producto de su
empresa.

13.Realiza una discusidn en un taller grupal sobre los resultados, qué aspectos fueron ne-
gativos y cudles positivos.

Este informe tendrd una calificacion, al igual que los pasos anteriores.
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D Nameros reales

Propiedades de las potencias Funcién Funcion derivada

Sia, by c son nimeros reales y m y n, nUmeros

, Funcion constantes | () =k k€R | (x)=0
racionales, se cumple:

Funcion potencial | f(x) = ax f0O=n-ax
aQm. gt =gmt+n ,

Funcién exponecial fw=e foo-e

uncién ex i
am:a"=a""(a=0) 00 = o fo=a-Ina
(@)r=amn F00=Inx F060 - %
(a-b)m=am-bm Funcién logaritmica
am= 1 foo- 09X 00 = X - I1r1 a

ar Funcién seno () =sen x £(x) = cos x
Funcién coseno foO=cosx | £ =-senx
Propiedades de las potencias

Definicién:

La derivada de una funcién f en x , se re-

log x=a b?=x

presenta por f'(x) y queda definida de la si-
Propiedades:

guiente manera: f'(x) = lim S - e
log (x y)=logx+logy h-0 h

log (%) =logx-logy

_ En este caso, f debe ser continua y derivable
log (x™) =n-log x

en x.
log Vx = Iogn X
log, x
log x = log,
Derivada de la funcién suma Derivada del producto de una constante
por una funcién
f) =g +hx)= f'(x) =g'(x) +h'(x) f=kgx=fx=k g x
Derivada de la funcién producto Derivada de la funcién cociente
f(x) =g® -h®=>f'x=g'®  h®+gx  hX £ = }glgg L 0 = g'(x)-h(x)- gz(X) “h'(%)
[h(x)]

Derivada de la funcién compuesta: regla de la cadena

=@ = =g0hx) "X
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n Considera los infervalos de los ndmeros reales

A= (0, 1)y B =(-1,+c0).

Indica el intervalo correspondiente a la unién
A U B.

a. ¢1,1) b. [-1,1] C. (-o00,4+00)

¢Cudl es el resultfado de Va V7,2

a \®. 722

b. V&#752

c. V472

El resultado de racionalizar la expresion 1 es:
2-5

a -2-V5

b. 2+(5

c. -2+\5

Considera el conjunto de ndmeros reales repre-
sentado en esta recta e indica a qué intervalo

corresponde.
“+—0 } } o-p
2 -1 0 1 2
Efectia:
a 5 {5 c. (V)
3 2 3 43
b, XY a. Vi
Py

E Efectia:

3,
o 5 5 a 32 (8 g V5
2\10
(5225 ley {(CEID}
b. 3/5.2V25 e h.
\/E a+b
5
C. 3\/oﬁb-("\/ob“ f. ﬂ i VXTM
213 by

Unidades 1, 2, 3

yA Escribe en forma de potencia las siguientes ex-

presiones:
3
4
a Wa
35
b. X2 X

C. HW

n Racionaliza las siguientes expresiones:

a 3 d _1_
5 W2

b 1+ \/? e. 2
1- /3 V2 +V3
4 X

c. — f. —
12 e

ﬂ Efectaa

2-y3 .1, 3

1+y3  2y3  2-{3

(Recomendacién:  racionadliza  previamente

cada uno de los sumandos.)

Expresa mediante intervalos los valores que
puede fomar m en cada caso:
m+3 C. V2-m

a.
b. Vv2m-1 d /2+m
3

m La cruz de la figura estd for-
mada por cinco cuadrados
iguales. Calcula el drea de
la cruz sabiendo que su pe-
rimetro es igual a {12 cm.

Representa en |a recta real los siguientes conjuntos:

a. A={xeR: |x]|<3}
b. B={xeR: |x|<1}

c. C={xeR: |x|>1}
d. D={xeR: |x]|=22}
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m Halla el cociente y el resto de las siguientes divi-

siones mediante la regla de Ruffini:

a. (2x*-4x3-5x+3):(x-2)

A S BV ARV )
b.(x+3x 3x 4).(x 2>

Representa las soluciones de las siguientes
inecuaciones:

Q. 5x-3(1-4x) < 4x- 1

b SX-2 _ x-3 > x-2 .29
3 2 8 6

c. 72x-1)-3x<2(x+1)-9
d 3Xx-7)+2x<5 (x-1)

Representa las soluciones de las siguientes
inecuaciones:

a XoY <5-x+y
2 3

b. X_éL<y-4

c. 2X2-2_ 325]2 <0

Resuelve:

a xX-2)x+1)=>18
b. 9x*-6x+1<0
c. X¥+x+1<0

d. %>(x-2)(x+7)+17

Las notas obtenidas por un estudiante en dos
pruebas son 6y 7. ; Qué nota puede haber obte-
nido en la tercera prueba si su nota media estd
comprendida entre 6,5y 7,57

Una pintora desea trabajar sobre un lienzo rec-
tfangular cuyo lado mayor tenga el doble de
longitud que el menor. Cudnto ha de medir el
lado menor para que la superficie con la que
cuentfe sea mayor que 1,28 m??

Una profesora informa a sus 35 alumnos de que
el triple del nimero de aprobados es menor
que el doble del nUmero de suspendidos. ¢Cudl
ha sido el nimero mdaximo de aprobados?

El actual cédigo de circulacion resta puntos del

carné de conducir a los conductores que trans-
greden los limites de velocidad permitidos.

e 2 puntos. Si se supera el limite de velocidad
entre 21 y 30 km/h.

¢ 3 puntos. Si se sobrepasa el limite de veloci-
dad entre 31 y 40 km/h.

* 4 puntos. Si se conduce a una velocidad su-
perior en 40 km/h o mds al limite permitido,
siempre que no suponga, ademds, un exce-

so del 50 %.

e 6 puntos. Si se excede en mds del 50 % el
limite de velocidad mdaxima permitida, siem-
pre que ello suponga superar, al menos, en

30 km/h dicho limite.

El limite mdximo de velocidad de una carretera
es de 100 km/h.

Indica a qué velocidad circulaba un conductor
al que le han quitado:

a. 2 puntos
b. 3 puntos

c. 4 puntos

d. 6 puntos

Resuelve la siguiente operacién, utilizando las

propiedades de los logaritmos.

log (V8 + 317 +\8 +3V7 ) +log (V8 + 3V7 -\8 + 3\7)




Calcula para que valores de h el drea del tridin-
gulo es mayor que el drea del cuadrado.

Para un vigje de fin de curso un grupo de alum-
nos recauda entre $ 600 y $ 700 vendiendo bo-
cadillos y refrescos. Calcula el dinero que han
obtenido proveniente de la venta de refrescos si...

—Venden el triple ndmero de refrescos que de bo-
cadillos.

—El precio de los bocadillos es el mismo que el de
los refrescos.

Uno de los catetos de un tridngulo rectdngulo
mide 16 cm y su drea estd comprendida entre
80y 96 cm? ¢ Cudnto puede medir el otro cateto?

Un profesor informa a sus 35 alumnos que el triple
del numero de aprobados es menor que el do-
ble del nimero de suspendidos. ¢Cudl ha sido el
ndmero mdximo de aprobados?

La base de un rectdngulo mide 2 cm mds que
su altura, y su drea no supera los 35 cm? ¢ Cudl
puede ser la alfura del rectangulo?

Resuelve estas ecuaciones:

Q. @—@=O
b. 52 -2x=0
c. xX-2\2x +2=0

Un rectdngulo mide 3 + /5 cm de base y tiene
una altura de \4- y5 cm. Calcula su drea:

a. Redondeando los valores a las milésimas;

b. Desarrollando el producto de radicales y re-
dondeando (5 a las milésimas.

—En qué caso se comete un error absoluto
mayor? ¢Por qué?

Halla a para que la divisién sea exacta:
x5-3x3+ax?-4):(x-2)

Calcula el cociente y el resto de la division de
PX)=7x*-23+3x2+Tentre Q(xX)=x+ 1A
continuacién, calcula el valor de P (-1). (Qué
observas?

Una empresa tiene dos centros de montaje, Ay B,
de un determinado producto industrial. El nimero
de unidades montadas en el centro A estd dado
por -4t? + 64t, donde t es el nUmero de horas fra-
bajadas. La produccién en B es -2 + 15t2 + 2t uni-
dades en una jornada de t horas de trabajo.

a. Expresa la produccién total.

b. ¢Cudntas unidades se montan en la primera
hora de trabajo?

c. ¢Cudntas unidades monta la empresa du-
rante 4 horas de frabajo?

d. ¢(Cudndo se trabaja con mds eficacia: en la
primera hora o en la segunda?

Galileo descubrié que los cuerpos caen con la
misma aceleracidén, independientemente de
su masa. El movimiento de un cuerpo que se
deja caer desde una cierta altura se expresa
mediante el polinomio P (t) = (1/2) af?, donde
t indica el tiempo, en segundos, que el cuerpo
lleva cayendo, g es la aceleracién de la grave-
dad en la Tierra (9.8 m/s?) y P (t) es el valor del
espacio, en metros, recorrido en ese tiempo t.

a. Calcula a qué altura estard un sélido si tarda
un segundo en llegar al suelo.

b. Calcula a qué altura estard si farda medio
segundo.

c. Un paracaidista salta desde 3 800 metros de
altura. Si tiene que abrir el paracaidas a 1 500
metros del suelo, ¢cudnto fiempo debe pasar
antes de abrirlo?

Funciones reales y racionales

Indica si las siguientes relaciones son funciones
0 no. Respecto a las que sean funciones, escri-
be la ecuacidn correspondiente y represéntala.

a. La tarifa de una taxi es 3 $ de bajada de
bandera, mds 0,80 $ por kildbmetro recorrido.

b. Los minutos jugados por un baloncestista y
los puntos encestados.

c. La velocidad que toma un objefo en caida
libre con el tiempo transcurrido.

20
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Y TAMBIEN: @ Funciones reales y racionales

Los decibelios
Halla el dominio y el recorrido de las siguientes funciones:
Lainfensidad de un sonido es la

propiedad por la cual lo perci-

bimos como débil o fuerte. Esta a fx= X _53

relacionada con la intensidad

acustica, que es la energia b. f () =V(x-2)

fransportada por las ondas so-

noras por unidad de tiempo y

de superficie perpendicular a

su direccion de propagacion. k1) Determina el dominio y el recorrido de cada una delas funciones
La intensidad percibida  por siguientes a partir de su grdfica.

el oido humano o sensacion
sonora (S) depende de la in-
fensidad acuUstica del sonido
recibido (1) y de la sensibilidad
del oido. Se define de modo
que el valor 0 corresponda a
la minima intensidad acustica
perceptible, |, Sus unidades son
los decibelios (dB):

$=10log TI

0

El valor medio de la intensidad
umbral I, es: I, = 107 W/m?

Euler (1707-1783), en su libro In-
troductio in analysis infinitorum
(1748), clasifico las funciones a
partir de su expresion analitica.

Enumerd, en primer lugar, las
operaciones algebraicas v,
posteriormente, las operacio-
nes frascendentes, como la ex-
ponencial y la logaritmica.

Halla la monotonia, los intervalos de crecimiento y decrecimiento,
los extremos absolutos y relativos y el corte con los ejes de las si-
guientes funciones:

C

0

[}

o} =2 —

2 hitpy//go0.gl/b28bJJ af(x)=x"-5x+4
o

Q

0} _x+1

5 La sensacién sonora asociada a las b. f (X) 2

5 olas en la costa es de 40 dB, mientras

S que el nivel asociado a un susurro es de C. f(X) = \l o - 8)
S 10 dB. ¢(Como estdn relacionadas sus

o

infensidades actsticas? —Comprueba los resultados representando las funciones con el

programa GeoGebra u otro programa informdtico.



Existen varios métodos para dibujar pardbolas.
Uno de los mds sencillos es el que utilizan los
sastres para coser una tela en forma de curva.

> W ,

I

I Lee cdmo hacerlo en el siguiente enlace
I .

, Y responde a las cuestiones que se plan-
: tean a continuacién:
I
I
I
I

http://goo.gl/nAqzQ5

a. ¢Cémo se dibuja una pardbola con el méto-
do de sastre?

b. Abre http:;//www.geogebra.org/cms/en/down-
load. Para facilitar las cosas, cogerds el dngulo
que forman los €jes.

c. Dibuja una recta que pase por los puntos
(15, 0) y (O, 1). A partir de ahi, completa la
pardbola.

d. Dibuja una recta que pase por (16, 0) y (0, 4)
y completa la pardbola. ¢Qué diferencias ob-
servas respecto a la pardbola anterior?

Representa con el soffware en linea que creas
conveniente las grdficas de las siguientes fun-
ciones y di cudles son sus asintotas:

=20+ 1
a fx)=2+

b. f(x) = A1

c fx)= -3

X+ 2

Dada la siguiente funcioén:

f60= 525

Calcula:

a. Bl valor de la funcidén para los valores

Xx=-2,x=1x=2.
b. Halla el dominio y el recorrido.
c. Representa |a funcion.

d. Halla los intervalos de crecimiento y decreci-
miento, los mdaximos y los minimos, los puntos
de corte con los ejes, la periodicidad y la si-
metria de la funcién.

m Dadas las siguientes funciones:

fx)=Vx-2 g(x) =In(x+1)

a. Caleula el valor de las funciones para x = 2
y para x = 4.

b. Efectia el estudio de las dos funciones.

Cc. Representa las dos funciones.

d. Halla los puntos de corte entre las dos fun-
ciones.

e. Calcula (fog)

mSif(X =x2-1,g(x)=2x+3yh(x)=2x+1

halla:
a fx)+g® e g®-h(x)
b. f(x)+h () f. fx)-g®
c. h(x)-gX g.8(x) hX
g f® T-(C9)

g (x) f®

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimien-
1o, los mdaximos y minimos y la interseccién con los
ejes de las siguientes grdficas de funciones:

+ 1 LU B B >
On/n 3nf2n 57 3n 7n 4n 9n X
2 2 Fl 2 2

Representa grdficamente las siguientes funcio-
nes e indica el dominio y el recorrido de cada
una de ellas.

a f)=-Ix
b.g(x)=-Ix

. h(x)= V(x-5)
d. ()= f()=x
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m Un agente inmobiliario recibe al mes un sueldo
bruto de $ 1200 , mds $ 90 por cada vivienda
que venda.

a. Escribe la expresion analitica de la funcién
que indica el sueldo mensual del agente se-
gun las viviendas que logra vender.

b. Represéntala graficamente.

c. Comenta su dominio y su recorrido

Halla la expresion anallitica de la siguiente funcion:

4 628 10

X

m Halla la ecuacion de la pardbola que contiene los
puntos (0, 4), (-1, 1)y (2, -2).

Calculalas coordenadas del vértice de las siguien-
fes funciones.

a. y=3x2-x+1

b, y=6x-2x+9

c.y=-10x*-5x+7
dy=8x+8x-11

m Determina, para el siguiente fridngulo rectédngulo:

a. Lafuncién que relacio-
na el drea con la longi-
tud de la base. 8-x

b. El drea mdaxima. X

m Halla el dominio de las siguientes funciones:
a. f(x)=5x-1

b. f(x)=x3-5x2+2

S (GRES

d f(0=Xp
e f)=Vx+3
0= %

Representa graficamente las siguientes funcio-
nes e indica el dominio y el recorrido de cada
una de ellas.

a fx)=5x
b. f(X)=|(x+4)

Considera las siguientes funciones f(x) = x?- 15,

- X-2
8()= - 15

compuestas que se indican a continuacion:

y g(x) = Vx . Calcula las funciones

a. gof d hog
b. fog e. foh
C. hogof f. gohof

Comprueba que la composicion de las siguientes
funciones es conmutativa y explica por qué.

fe)=x,8(x)=Vx

Observa la funcion representada y halla:

-x+2 si -1sx<3
X2-5s 3sx<+

Vx 45 si -5 sx<-1
f(x) =

a. limlf(x) d. lim { 63
X—- X—+

b. lim f(x) e. lim f(x)
X—+3- X—-5

¢ lim f(x) f. lim f(x)
x—>+3+ x—0

Sea la funcién q (y) =fog,y q (v) = V(2y-3). De-

termina las funciones fy g.

Escribe la funcion t (x) = x? + 4x + 4 como la
composicidon de dos funciones.

Escribe la funcion s(x) = x? + 3x +2 como
a. El producto de dos funciones;

b. La suma de dos funciones.



Calcula la tasa de variaciéon media de la fun-
cién f(x) = —2x + 5, en los intervalos [-5, -3],
[3. 5]y [10, 20].

Calcula los limites en +oco y —oo de las siguientes

funciones:

a. f(x)=4x3-1 d f(x)=-x*"-x3+2x-2
b. fx)=3x*+6 e fx)=5

c f(x)=-3x°+5 f. fx)=-3

Calcula la tasa de variacidon media de la funcidn
f®) =x*enelintervalo [0, h], parah=1h=01y
h=0,01.

—¢Hacia qué valor tiende la tasa de variacidon me-

dia conforme h se hace cada vez mds pequena?

m Halla el dominio de las siguientes funciones:

a f)= T+ O

X+ 2 X-3

x2- 1
X2-6x+5

c. h(x)=Vx+1
d. i(x) =2

b. gx) =

m La posicidon en funcidn del iempo de un mévil que
se desplaza siguiendo una trayectoria rectilinea
viene dada por: f (t) = 50 + 150 /t siendo t la
hora del diay f (t), su distancia al origen.

¢Cudndo va mds rapido el mévil, entre las 2 h y
las4h oentrelas 7hylas 11 h?

Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a. f(x)=8x’
b. f(x)={x"
c. f(x)=§

d. f(x)=3x*-2x3+7x+10

e. f(x)=cose*

f. f(x) = 4x3Inx

9. f(x) = (5x53x?%) - (7x°-3x?)

3 2 _
R

0= s

Aplica la regla de la cadena para calcular las
derivadas de las siguientes funciones:

e. f(x)=Ve
f(x) =sen(cos x)
g. f(x)=cos(Inx)

h fe)= X

a. f(x)=(2x*—4x+3)?
b. f(x)=In(cosx) f.

c. f(x)=V3x*+6x

d. f(X) = ex3+2x

m Aplica la regla de la cadena para derivar las si-
guientes funciones:

a. fx)=(2x*-3x*-7x+3)
b. f(x) =sen (x*+5)

c. f(x)=In(senx)

d. f(x) =cos? (x* +2x%)

Indica si las siguientes funciones son crecientes o
decrecientes en los puntos de abscisa 3,5, 7y 9.

a. f(x)=2x+5

b. g(x)=x%-3x+5
. h(x)=_3__
c. hx) v

m El nUmero de alumnos de un cenfro escolar
afectados por la gripe a lo largo de un mes vie-
ne dado por la funcién f(x) = 800 - x% La varia-
ble x indica los dias del mes y f (x), el niUmero de
alumnos afectados.

a. Cadlcula la tasa de variacion media correspon-
diente a los infervalos [3, 5], [13, 15] y [10, 20].

b. ¢En cudl de estos intervalos ha disminuido mds
rdpidamente el nimero de alumnos enfermos?

Calcula la derivada de la funcidon f(x) = x* - 2x
en el punto de abscisa x = -1.

m Calcula la derivada de las siguientes funciones
en los puntos de abscisa indicados:

a. f(x)=3x-5enx=4
b. h(x)=x*+5x-3,enx=3
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m Determina los puntos de la curva de ecuacion
f(x) =x*- 12x en los que la recta fangente es
paralela al eje de abscisas.

—Averigua los valores de x para los que la funcién
aumenten.

Determina los punfos en los cuales la tangente
a la funcién dada sea horizontal:

f(x)=x3-4x2+4x-10

Calcula la ecuacion de la recta tangente a la
grdfica de cada una de las siguientes funciones
en los puntos que se indican.

a. f(x) =x34 2x+ 10, en el punto de abscisa
X =-2.

b. f(x) =ex en el punto de abscisa x = 0.

c. f(x) =Inx en el punto en que la grafica cor-
ta al eje de abscisas.

y) Calcula la ecuacion de la recta fangente a la

grdfica de 2Xi ] en el punto de abscisax = 1.
X

—¢En qué punto la fangente es paralela al eje de
abscisas?

Deriva |as siguientes funciones:

a. f(x)=senx d. f(x)=cos(x)?
b. f(x)=In(cos{x) e f(x)=In ( Se%)
¢ f(x)=a¥ f. f(x)=sen(Inx)

Calcula las siguienfes derivadas y comprueba
el resultado utilizando el programa Derive:

a. f(x)=(2x*4x*+3)°
b. f(x)=In (cos(sen x))

c. f(x) =In(arccos?x)

_ o2 -x2+ ]
d fx) %
e. f(X) = COSX zxsen X
__x
O
g' f(X) = ecos(3x)
h fx)=Vgx

i fx =tg‘/§

jo f(x)=sen (cos%)

kf@k%é
X

L fO=f() =77

Halla la derivada de las siguientes funciones:
f(x) =4x+2x?-3x - 80
fx)=e
f(x)=Inx
f(x) =senx
f(x) =cosx

_ 1
Fx =~
f(x) =cos (2x)
f(x) =3x*+70x
F=V2x)
Jo f(x) =40x3 + 2x?

® o 0 T Q

—

- Q@

Determina los intervalos de monotonia de las si-
guientes funciones y los mAaximos y minimos:

d f(x=x-2°
e f(x)=05x2+2
f. f®X)=Inx*+1)

a fx)=x*+2x2+x+1
b. f(x)=sen(2x),x€[0,p]
c fx)=e’-1

Determina la ecuacién de la recta tangente y
la recta normal a las siguientes funciones en el
punto indicado:

a f(x)=2x parax=1
b. f(x)=x>-2x+3 parax=3
c f(x)=x2-2x+3 parax=-1
d. f(x)=Inx parax=1
e. f(x)=cosx parax=p

A un tanque que tiene la forma de un cono cir-
cular recto invertido de 4 m de radioy 16 m de
altura enfra agua a una razén de 50 cm?/seg.

A qué velocidad estd subiendo el nivel del agua
cuando este se encuentra a 4 m. de altura?

(A qué velocidad estd cambiando el radio en
ese mismo instante?



Un fabricante de boligrafos sabe que el coste Escribe las ecuaciones de las rectas tfangentes

de produccién de x boligrafos en una semana alacurva f(x) = 4x’-2x +1 que son paralelas

es de C(x) =180 + 10x + x2. Si vende cada bolf- alarecta y =10x+2.

grafo a 100 centavos:

a. Expresa el beneficio que obtiene por la venta @ Dada la funcién g (x) = (x -2)? (x + 1), determina
de x boligrafos en una semana (beneficios = su monotonia y los puntos MAaximos y minimos

ingresos menos costes);

b. Calcula cudntos debe vender para obte-
ner el maximo beneficio. ¢Cudl es ese be-
neficio maximo?

En un invernadero de rosas, se tiene en cuenta la
temperatura y para ello se utiliza la expresion:

P (t) = (t+ 1)* (32 - t), donde P (t) es la produc-

m El rendimiento r en porcentaje de un alumno cion y se expresa en kg y t es la femperatura, ex-
en un exdmen de una hora viene dado por: presada en °C.
r()=300t(1-t), donde 0 <t< 1 eseltiempo en
horas. Halla:

a. ¢En gqué momentos aumenta o disminuye el
rendimiento?

http://goo.gl/fhApnz

b. ¢En qué momentos el rendimiento es nulo?

c. (Cudndo se obtiene el mayor rendimiento y
cudl es?

m Analiza si las funciones siguientes son continuas
o no en 2;sino lo es, explique por qué.

a. f(x)=4x*-2x+12

IORS
c. g0 =%
d. g =Vx-1
e h(x)=/x-3
f. h(x) = |3-5x|
g hm-=2
h =42

a. Calcula razonadamente cudl es la temperatu-

ra dptima a mantener en el invernadero.
Halla la ecuacién de la recta tangente a la cur-

va f(x)=2x?-3x+ 1, que es paralela a la recta h o
2x +3y-1=0. emperafura’

b. ¢Qué produccidn de rosas se obtendria a esta

Escribe la ecuacién de la recta tangente a la Una huerta tiene actualmente 24 drboles, que

-2 . producen 600 frutos cada uno. Se calcula que,
curvay = -5 en el punito de corte con el eje por cada drbol adicional plantado, la produc-
de las abscisas cién de cada drbol disminuye en 15 frutos.

a. ¢Cudl debe ser el nimero fotal de darboles
m Dada la funciéon: f(x) = 2x3+9x* + 12x + 1 que debe tener la huerta para que la pro-
duccién sea mdaxima?

c
0
(6]
0o
)
§o
o
Q
o
>
>
[}
o
Q
<
<
a

a. Halla sus mdximos y minimos y analiza su
crecimiento. b. ¢Cudl serd esa produccion




n alto’'en elicamino

O La grdfica que corresponde a una funcion es la:

—( — 5 e 7Lo X TS %

o Considera la funcion f representada en la figura e indica cudl de estas afirmaciones es
correcta:

v a. La funcién fes estrictamente creciente en el intervalo (1, 2).

2t b. El periodo fundamental de la funciéon f es 5.
(s /\ c. La funcién f presenta un maximo absoluto en x = 4.

T T T T T
0 1 2 3 4 3 X

o La combinacién (g o f)(x) Dadas las funciones f(x) =senx+1yg(x) =V(x+3) es:

a. V(sen x+4) b. V (sen x+3) c.sen V(x+3) +1

O La tasa de variacion media de la funcién f (x) = 4x* — 2x + 18 en el intervalo [1, 4] es:

a. 1 b. 18 c. 4

e ¢Cudl es la tasa de variaciéon media de la funcidn f(x) = 2x* — 5 en el intervalo [1, 2]?

a. 30 b. 24 c. -30

°Analice la monotonia de la siguiente funcién x % - 3x + 2; indique los intervalos donde la
funcién es creciente o decreciente:

a. (-00,0) U (0, + ) b. (1,5, + o); (-0, 1,5) C. (-0, + );

Prohibida su reproduccion

() La derivada de la funcién f (x) = x*-4x + 1 es:
a. 3x*-4 b. 4x-4 C. 4x3-4




© considera la funcion F = 4/ d*

a. Indica el dominio y el recorrido de la
funcion.,

b. Representa la funcién.

0 Encuentre la ecuacion de una pardbola
que corta al eje de abscisasenx =3y en
x =9,y al eje de ordenadas eny = 10.

O Dadas las siguientes funciones:
f(x)=V(x-2)y g(x)=x*+4x+5

a. Calcula el valor de las funciones para
X =2y parax =4,

b. Efectia el estudio de las dos funciones.

c. Representa las dos funciones.

d. Caleula (go f) (x)

() Estudia la continuidad y la derivabilidad
de la si-guiente funcion, definida a frozos:

2x-1 six<1
fx)= {¥° sil<x<3
x3+2x-1 six>3

Osife=x+2ygx =2

c. (fog)
d (gof)(®

a.g®-f®
b. f(x)0g ()

@ La tarifa que pagamos por el alquiler de
un auto depende de un fijo y de la distan-
cia recorrida, y viene dada por la siguien-
te funcidn representada:

, halla para x =4:

a. Estudia la continuidad de la funcion.

b. ¢Tendria sentido una discontinuidad in-
evitable? Razona tu respuesta.

»
0 100 200 300 400 500 600 700 X

Distancia km

5 @ Calcula los limites de las siguientes suce-
' siones:

a. lim 6-4n*
nee s 2n?
4n’+3n-2
2n3-4n
c. lim 2n’*-4n_
e 4n

b. lim

n—oo

En la figura se representa graficamente

la funcién f, que relaciona el volumen, vy,
de gasolina en el depdsito de una moto-
cicleta, con el tiempo, x, durante la cele-
bracién de las 6 horas de resistencia de
Motoronia

VA

y (lifros)

u
Pl ZIJCEEX I IOCEE X I EEE RS I EE IS & S I LR X L XIS

0 1,5 2416 X (horas)

a. Estudia los intervalos de crecimiento y
decrecimientfo de f.

b. Interpreta qué ocurre en cada intervalo.
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Noticia:

Los limites, su estudio y su relacidén con las ciencias

y la filosofia son femas que se abordan en

numerosas publicaciones, como por ejemplo:

e John D. Barrow. Imposibilidad: los limites de la
ciencia y la ciencia de los limites. Gedisa, 1999.

* Martin Bojowald. Anfes del big bang. Debate,
2011.

Web:

En esta pdgina de Internet encontrards las
aplicaciones de vectores en aspectos diarios.
http://www.eduteka.org/proyectos.php/1/6039,
y en este link puedes profundizar en las
magnitudes vectoriales: https://www.youtube.
com/watch?v=u3U5R8KtwIic

EN CONTEXTO:

Existen magnitudes, como la masa y el
tiempo, que quedan definidas con una =
cantidad y una unidad. -

Son algunas magnitudes escalares. =

En cambio, para definir ofras magni- g
tudes, como las fuerzas, necesitamos - -
ademds una direccién y un sentido. i

A estas magnitudes las denominamos -
vectoriales.

Busca informacién y cita ofras tres mag-
nitudes vectoriales.
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|. VECTORES

Existen magnitudes, como la masa, la longitud o la fem-
peratura, que quedan totalmente determinadas a partir
de un ndmero real (o escalar) y una unidad de medida.
Decimos que son magnitudes escalares.

Sin embargo, hay magnitudes como la fuerza o la velo-
cidad que para determinar las completamente han de
indicarse su mddulo, su sentido y su direcciéon. A estas
magnitudes las llamamos magnitudes vectoriales.

Las magnitudes vectoriales se representan mediante
vectores.

Los vectores son muy importantes para estudiar fend-
menos que suceden a nuestro alrededor. Con ellos po-
demos explicar, por ejemplo: ¢Por qué si elevamos una
comenta cuando el viento estd soplando en contra, y
empezamaos a correr para mantenerla en el aire, esta re-
frocede al punto en que la cuerda con la que |la sostene-
mos, queda inclinada hacia atrds?

Para casos como este. Usamos los vectores para repre-
sentar la velocidad que lleva la cometa y la velocidad
del viento. Lo importante es ubicar los vectores en la di-
reccién en la que se mueve cada uno, asi:

1.1. Vectores fijos

Por dos puntos del plano, A y B, no coincidentes, pasa una Unica recta sobre la que se pue-
de definir un segmento con origen y extremo en estos puntos.

Y TAVBEN: |7

Un segmento es un fragmento de
recta limitado por dos punfos. A
un segmentfo podemos asociarle
una direccién, la de la recta que
lo contiene, y una longitud, la dis-
fancia entre sus extremos.

Sin embargo, no podemos aso-
ciarle un sentido: los segmentos
AB y BA son el mismo segmento.

Para nombrar un segmento que
une los puntos A y B, escribimos
las dos letras que lo determinan
y encima una barra: AB.

Para nombrar un vector que
une los punfos A y B, escribimos
las dos letras que lo determinan
y encima una flecha: AB 11

Dados dos puntos Ay B del plano, denominamos vector fijo de origen A y exiremo B al par ordenado (A, B).

Lo representamos por AB .

Asi, fodos los vectores fijos tienen un mdédulo, una direccidn y un sentido.

El mddulo del vector E es la longitud del segmento que lo defermina. Lo representamos por

|AB| y es siempre un valor positivo.

La direccidn del vector AB es la de la recta determinada por Ay por B.

El sentido del vector AB se define sobre la recta y va del origen del vector (punto A) al extre-

mo (punto B).




1.2. Vectores equipolentes

Observa la figura. Dados
un modulo, una direccién
y un sentido, es posible de-
ferminar un vector ftomando
Ccomo origen cualquier pun-
to del plano. Obtenemos asi
vectores equipolentes.

]

B figura 1

Dos o mds vectores fijos son equipolentes si tienen el mismo maddulo,

la misma direccién y el mismo sentido.

- TVBEN: 1!

Dos vectores paralelos tienen la
misma direccién.

Dos vectores pueden tener la
misma direccién, pero distinto
sentido AB # BA

Si el origen y el extremo de un
vector coinciden, el vector es
nulo.

e

Indiqguemos cudles de estos vectores tie-

nen el mismo mddulo, cudles tienen el
mismo sentido y cudles son equipolentes.

Resolucion:
Los vectores KL, 1, AB, NO tienen el mismo
sentido.

maodulo.

mo sentido y la misma direccion.

Los vectores KL, AB, KM, 1] fienen el mismo

La pareja de vectores 1], AB y l0s vectores
KL, GH, EF tienen el mismo mddulo, el mis- A

%

b

o

1. Indica el origen y el exiremo de cada uno
de los vectores representados en la figura 'y
agrapalos en conjunfos de vectores equi-
polentes y en conjuntos de vectores con el
mismo maodulo.

,___________________________________
of

2. Dibuja dos vectores que sean equipolentes.

3. En la figura de abagjo indica qué vectores

son equipolentes:

YA

o
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1.3. Vectores libres

Un ejemplo de un vector fijo podria ser la fuerza que aplicamos sobre un punto determinado

de una mesa.

No obstante, ten en cuenta que para definir dicha fuerza no necesitamos saber el punto
exacto sobre el que la aplicamos, sino que tenemos suficiente con conocer su direccidn, su

sentido y su modulo.

Y TVBEN: |

A

P

°
A
Vector libre
u P
Vector equipotente
B

@ u cuyo origen es P

<
<%

0

Existe una propiedad matemd-
fica denominada propiedad
fundamental de los vectores
libres:

Dado un punto P del plano
cartesiano y un vector libre
cualquiera u, existe un Unico
representante de u que tiene el
Qrigen en el punto P.

o

En el siguiente enlace, encon-
frards mds informacién acerca
de los vectores fijos y los vecto-
res libres:

http://goo.gl/OxIvC9

¢ Como se demuestra la equipo-
lencia de dos vectores? ¢ Es siem-
pre posible esta demostracion?

A el conjunto de todos los
vectores libres del plano lo
denominamos V2.

La relacidn de equipolencia nos permite clasificar el con-
junto de vectores fijos del plano en colecciones de vecto-
res que, desde el punto de vista matemdtico, se comportan
como uno solo. Estas colecciones son los vectores libres.

Un vector libre es el conjunto formado por fodos los vectores fijos equipo-
lentes a uno dado.

Cada uno de los vectores fijos que componen un vector libre es

un representante de este vector.

Alosvectores libreslos representamos mediante lefras mindsculas
- - -

(u,v,w..) o encerrando enfre corchetes uno de los vectores fijos
que lo componen.

e —

Asi, el vector [AB] representa el vector libre formado por fodos
los vectores equipolentes a AB.

Mdédulo, direccion y sentido de un vector libre

Los vectores fijos que determinan un vector libre, al ser equipo-
lentes entre si, tienen el missno mddulo, la misma direccion y el
mismo sentido. don e

El modulo, la direccion y el sentido de un vector
libre son el médulo, la direccién y el sentido de , -
cualquiera de sus representantes

/7
Observa detenidamente este octdgono y anota todos los vectores
fijos que ves representados. A continuacion:

/

a. Agrupar los vectores anteriores en conjuntos de vectores equi-
polentes.

b. Indicar cudntos vectores libres hay representados.

Comprensién: Deberemos anallizar la direccidn vy el sentido de los vecto-
res fijos para deferminar cudles son equipolentes entre si'y, por lo fanto,
poder indicar cudntos vectores libres hay representados.

Resolucién: Los vectores fijos representados son BA, BC,
CD,DE,EF,GF ,HG,AH.

a. Son equipolentes: BA y EF ; BC yGF ; CD yHG;DE yAH..

b. Los _vectores libres [(ﬁ)], [(ﬁf)],

\_ [(CD)HL[DE)].

representados  son




1.4. Operaciones con vectores

Producto de un nimero real por un vector y suma

Observa como podemos efectuar operaciones con vectores graficamente, utilizando el

concepto de representante de un vector libre.

Producto de un nimero real por un vector

. b
Llamamos producto de un ndmero real k por un vector uy lo
i . '
representamos por k - u al vector libre que tiene:

-Direccién: La misma direccién que el vector u.
-Médulo: El médulo de u multiplicado por el valor absoluto de k.

-Sentido: El mismo que usikes positivo, y contrario a usikes
negativo.

Suma de vectores

Liamamos suma de los vectores libres u y\7, y la representfamos

por i+ V, al vector libre que obfenemos con el siguiente proce-
dimiento:

« Elegimos dos representantes de U y v,de modo que el exire-
mo del primer vector coincida con el origen del segundo.

« Trazamos el vector cuyo origen es el origen del representante
del primer vector y el extremo es el extremo del representante
del segundo vector.

—_—— e e e e =

Dibujemos dos vectores cual quiera U y v, y representemos los vectores
u+vy3 v

Resolucién:

\ . - = .
Dibujamos dos vectores uy v ,cual-guiera en el plano.
Para sumarlos, situamos el vector v, de modo gque su origen coincida
- . . - -
con el extremo del vector u. Al unir el origen de u'y el extremo de v, obte-
nemos el vector suma.
. . = - .
Para dibujar el vector 3 - v, alargamos el vector v, hasta que mida
el triple.

Comprobacion:

Podemos comprobar que las representaciones son correctas en un pro-
grama de representaciones gréficas, como GeoGebral,
A

Y

NI ——

-

B figura 2

B figura 3

G+v

Propiedades del producto de un
nuimero real por un vector

Vk k' eR, se cumple:
Propiedad asociativa:
k-0 =k-k) u

Propiedad distributiva respecto
de la suma de vectores:

k-(0+V)=k-u+k-v”

Propiedad distributiva respecto
de la suma de escalares:

(k+k')-1_1’:k-ﬁ+k'-ﬁ
Elemento neutro:
1-u=u-1=0

Propiedades de la suma
de vectores
Conmutativa:
U+v=v+u
Asociativa:
UW+V)+w=U+ (V+w)
Elem_gm‘o_)neu’rro: 0
U+0=0+u=u

Elemento opuesto; -T

u+(Cu)=_Cu)+u=0 )

Prohibida su reproduccion



Resta y combinacién lineal de vectores

Para restar dos vectores, usamos el concepto de elemento
opuesto de la suma. Por ello, dados dos vectores U y v, para
obtener U — ¥, basta con construir el vector —v, y sumarlo all
vector . Asi, U —V, =0+ (—¥).

Observa que obtenemos el mismo resulfado si ufilizamos el
procedimiento aplicado en la suma o si aplicamos la regla
del paralelogramo.

Combinacidn lineal de vectores

Dados dos vectores U y v, con distinta direccién, podemos
obtener ofro vector w, combinando las operaciones suma y
multiplicacién por un nimero real:

— - - . .
w=—oau+f-v donde ay 3 son nimeros reales cual quiera.

Decimos que el vector w, es combinacion lineal de los vec-
tores vy u.

. . Ed Ed - N
Asi, por ejemplo, el vectorw=3 -u— 2 - vesuna combino-

-

cién lineal de los vectores U y V.

v=k -U+Kk, U+.+k U

Cv

Cy
<t

| figura 4

Y TWBEN: 1!

Es posible escribir combinacio-
nes lineales de tantos vectores
como se quiera. Asi.

-

n

con k, k, ., kn ndmeros
reales cudlesquiera, es una
combinacién  lineal de los

vecfores U, , T, ...,

R
Observa que el vector 0, es una combinacion lineal de cual-

quier par de vectores, pues: 0=00+0-V. Dos vectores son linealmente in-

dependientes si la relacion:
y A «U+BV=0

Expresion de un vector como com-
binacién lineal de otros dos . solamente se cumple siay b son
! & ambos iguales a 0.
Dados dos vectores uy v, con distin- ; " Gfdg?c?(neme: en el plano, la
ta direccién, a cualquier otro vec- \ congicion necesaria pdrd que
- dos vectores sean linealmente
for del plong w P?d?mos expresar “\ independientes es que tfengan
como combinacion linealde uy v. A > distinta direccion.
m figura 5 X En caso contrario, decimos que
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, . son linealmente dependientes
: \ ue, en el plano, es 1o mismo
<t Dibujemos dos vectores cual quie- ! : | g . P ) .
N : | que decir que tienen la misma
%- 1 Uy Y, Y representemos el vector { - /‘\\ * | direccion.
c i 2u+v. ™\ ... / \ |
S , i :
Ml  Comprensién: / |
N N id - . :
Dibujemos dos vectores u y v, cual !
S quiera en el plano. Primero, dibuje- X
18] g < | 4
S mos 2 - u, después desplazemos el . . . . | !
B BN N ] ] ] | | | \ >
5 vector v, hasta el ex‘rremo_)de P S T SN | 4. Dados estos vectores li- Q
5 Unamos el origen de 2 - u con el H H H ' ! | bres, representa: <
g extremo de vy obtenemos el vec- i i i i | l
: g B B I
< for2-u +v. : : : : ! | L2 utw
& ! - ; ; il b 3-u-2.V
Biniiel Sttt /it il 4----- /,' {\




1.5. Bases de V-

Hemos visto que dados dos vectores no nulos, u y v, con distinta direccién y cuolquier ofro vector
w podemos encontrar siempre dos nimeros reales a'y b de modo que W= ut B- v.Los vectores

u y v, forman una base de '

Decimos que B = {u \A } formo uno base de V, si Uy, tienen direcciones diferentes y cualquier vector w pue-
de expresarse como: w = o - U + B- V. Los nUmeros reales oy [3 son componentes de wenB.

Asi,si w=3-u+4-¥, las componentes de w en la base forma-
da por iy v, son (3, 4) y escribiremos: w= (3, 4).

Si los dos vectores de la base son perpendiculares, es decir,
forman un angulo de 90°, diremos que constituyen una base
ortogonal.

Si, ademds de perpendiculares, los dos vectores de la base son
vectores unitarios (esto es, tienen mddulo 1), diremos que for-
mMan una base orfonormal.

Base candnica

Las componentes de los vectores no son Unicas, pues depen-
derdn de la base que utilicemos para definirlos.

Por ello, se define una base orfonormal, llamada base co-
nonica, que facilitard la identificacion de las componentes
de los vectores.

B figura 6

s . VA
La base candnica estd formada

por dos vec’rores que denotare-
MOos COMO: 1—(1 0) y:j=(0,1)
determinados por los respectivos 1
puntos (1, 0) y (0, 1) del plano i
cartesiano. '

o) A
= /

Fijate en que, en esta base, si es-
cogemos como representante de
cualquier vector libre el que tiene
origen en el punfo (0, 0), las coor-
denadas del extremo coinciden
con las componentes del vector,

| figura 7

v A

Asi, si, por ejemplo, consideramos /i’
el vector determinado por el ori-
gen de coordenadas (0, 0) y el
pun’ro A=(67) del plano, vemos o

Y TvBiEN: | R

Desde el punto de vista
matemdtico, definamos la
base de un espacio vec-
forial de cualquier dimen-
sibn como un conjunto de
vectores de dicho espacio
que cumplen estos requi-
sifos: a. Son linealmente
independientes. b. Cual-
quier vector puede expre-
sarse como una combi-
nacién lineal de dichos
vectores.

En el plano, hemos visto
gue una base estd forma-
da por cualquier par de
vectores que tengan dife-
rente direccién; es decir,
que sean linealmente in-
dependientes.

El plano cartesiano que-
da determinado por dos
ejes de coordenadas: uno
vertical (Y) y otfro horizon-
tal (X) que se cortan en el
origen de coordenadas, el
punto (0, 0).

00)

que: OA =61+ 7] Por lo tanto, las
componentes del vector en esta
base son (6, 7); es decir, coinciden

R J

con las coordenadas del punto A. ’ : ‘
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1.6. Dependencia de vectores

Si observamos los vectores U, Vy w, veremos que podemos
escribir el vector w como 2u + 3v. Este tipo de expresion re-
cibe el nombre de combinacion lineal de los vectores libres
U, vy w. A los nimeros que en la combinacioén lineal multi-
plican a los vectores los denominamos coeficientes de la
combinacién lineal.

Cuando tfenemos un conjunto de vectores, podemos pre-
guntarnos si es 0 No posible escribir uno de ellos como com-
binaciéon lineal de los demds. Segun sea la respuesta, el
conjunto de vectores serd linealmente dependiente o lineal-
mente independiente,

Un conjunto de vectores es linealmente independiente si
ninguno de ellos puede expresarse como combinacion li-
neal de los demds.

Un conjunto de vectores es linealmente dependiente si algu-
no de ellos puede expresarse como combinacion lineal de
los demds.

En el plano, dos vectores libres no nulos de diferente direc-
cion son linealmente independientes y fres vectores son
siempre linealmente dependientes.

Observa, ahora, los veo’rores_i)y_j). Son linealmente indepen-
dientes, puesto que son dos vectores del plano con distinta
direccién. Ademds, a cualquier ofro vector del plano puede
obtener como combinacién lineal de ellos.

Y TAMBIEN:

Combinacidn lineal

Cualquier expresién del tipo
- -
k' u+k,-venlaquek yk,son
dos nUmeros reales cualesquie-
ra, recibe el nombre de combi-
nacion lineal de los vectores U
jd .
y V. Los numeros k; y k, son los
coeficientes de la combinacién
L lineal.

cy

\ 4

<4

Con el objetivo de facilitar los
cdlculos, suelen considerarse
bases enlas que los vectores son
perpendiculares y de maddulo
1. Las denominamos bases orto-
normales.

| figura 8 T
Il
7
iz A =l
u=i+3j Vv =-2i 43 \_ )
L )
5. Indica si los siguientes
>, - > > .
; w20 k2 conjunfos de vectores
T son linealmente indepen-
dientes:

Prohibida su reproduccion

s
Decimos que el conjunto de vectores { i, j} es una base del plo-
no, o una base V..

Un conjunto de vectores es base si son linealmente independientes y
cualquier otro vector puede expresarse como una combinacion lineall
de los vectores del conjunto.

En el plano, dos vectores de distinta direccidn constituyen una
base.

|

|

|

|

|

|

i

| a. {a.b.clc){a.b}
|

| b. {b.d e}d){d e}
|

I —¢Cudl de los conjuntos es
| base V2?

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

[oR)
Qy

[o?
[eX}
0




1.7. Componentes de un vector en una base

Observa en la figura que la combinacion lineal de la base
- = . - - g -
{u, v} con la que se obtiene el vector a es a = 2u+ 3v

Los coeficientes (2, 3) son las componentes del vector a en la
- .
base {u, v}.
Las componentes de un vector en una determinada base son los coefi-
cientes de la combinacién lineal de la base a partir de la cual obtene-
mos dicho vector.

Veamos el proceso que debemos seguir para determinar gré-

<v

cy,
/

B figura 9
ficamente las componentes del vector a en la base B = {u, v'}.
Obtencién grdfica de las componentes de un vector en una base
Dibujamos un representante de > s |
cada uno de los tres vectores v > ~ B e
con un origen comun., T T || g
B figura 10

Trazamos paralelas a los vectores “

de la base que pasen por el

origen y por el extremo del vector <

3. De este modo, se nos habrd v IR i——
formado un paralelogramo. S

Asociamos cada uno de los lados
del cuadrildtero al producto de un S
vector de la base multiplicado por
un ndmero. oV,
Segun la regla del paralelogramo,
la suma de estos vectores serd ;
igual al vector a. o

|d+

ou

Como a =30+ 2V, las componentes
de @en labase B = {0, v} son (3, 2).

M Tabla 1

Si accedes a la pagina:
http://goo.gl/xXYATmM9

podrds dibujar vectores (eligien-
do direccién, sentido y mddu-
lo) y observards cudles son sus
componentes en dos bases di-
ferentes.

6. Indica las componentes de los vectores de la figura en la

base B = {i,V}.

—Representa los vectores e y f cuyas componentes en la

base B son (-2, 2) y (4, —3). respectivamente

/

e e

Prohibida su reproduccién



’ 1.8. Componentes de un vector determinado por

. Q dos puntos

2

pyl-E Consideremos el sistema de referencia R = {O;Y, T} y los pun-
. d fos P y Q. Veamos cémo determinar las componentes del

+p/ vector [PQ] en dicho sistema de referencia a partir de las

j coordenadas de Py de Q.

Observa |a figura de la derecha.

[0Q]= [OP]+[PQ]
[PQ]= [OP]-[0Q]

Silas coordenadas de P son (p,, p,) Y las coordenadas de Q son
(q,, q,). se fiene:

T Pd=@i+a)-@i+e)

i > =
En la siguiente figura estd [PQ]= (ql'pl)l + (qz'pz)]
representado el vector p en

funcion de la base orfonor- Las componentes del vector [(PQ)] se obtienen restando las

mal YH ,
b3 coordenadas del origen de P de las del extremo de Q.
Xo" / __________________________________________________
1341/ P ///
1 ~ Sabiendo que las coordenadas de P y de Q respecto a un sistema
T P de referencia son P (1,—3) y Q (2, 0). calculemos las componentes
del vector [PQ]

Para calcular su mddulo, apli-
camos el teorema de Pitdigoras.

Pl =VPTF P}

[PQ] = (2- )i+ (0- (:3)j=i+3]

las componentes del vector [P_Qi son (1,-3).

e

Calcula las componentes del vector ¥ que tiene origenen A= (2,5) y

Comprobacidén: Representemos graficamente los puntos para A
comprobar que las componentes del vector calculadas son las
correctas. !

© y :
ol ©xfremoen B = (1, 3). JO !
E— 2 = i ° A |
[l Comprension: Las componentes del vector v= AB se obtienen restan- 1R |
LB do las componentes de los puntos. 3 |
L 1
Resolucién: AB = (2,5) - (1,3) = (2-1,5-3) = (1,2) |

4 -3 0 4 X :

:

|

|

7. Sabiendo que las coordenadas de los punfos A y B en un sistema de referencia son A (1,2) y B (2, —1),

Prohibida su reproduccion

I
|
! calcula las componentes del vector [(AB)].
|
|



1.9. Operaciones con vectores expresados por sus Y TAMBIEN: @7

componentes.
La expresion del opuesto del

vecfor v de componentes

Multiplicacién de un vector por un nimero real (v,v?) es el vector -v'de com-
ponentes (-v1,-v?).

Sabemos ya cémo operar con vectores graficamente, vea-

mos ahora cémo efectuar estas mismas operaciones me-

diante las componentes de los vectores.

'\

- - N

Las componentes de u en la base B = {i,j } son (3, 1), pero : 20—
,aué componentes tendrd el vector 2 - u? e
2

Al representarlo graficamente, puedes comprobar que el
vector 2- U tiene componentes (6, 2), que es el resultado de

multiplicar por 2 las componentes de U. Si trabajamos con coordena-
das, también podemos de-

"t '
En general, si u = (u,, u,) son las componentes de 1 en una mosfrar las propiedades de las

operaciones con vectores. Por
ejemplo, la propiedad asocia-
> . e -
k-u=(k- u, k- uz) fiva de la multiplicacion de un
vector por un numero real se

cierta base, las componentes k - U en esa misma base son:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, demostraria ast:

Dado el vector v = (3, 2), calculemos el valor de w=-7-v. \;
. Lo k-(kK-v)=k- (k- (v,v,)
Comprension: Multipliquemos las componentes del vector v
por - 7. ,{ =k-(k'-v,k"-v,))
- - ! — 4 ’
Resolucién:w=—7-v=—-7-(3,2) ! = (k-k"-v, k-k".v))
|
|

=(=7-3,-7-2)=(-21,-14) | tk.k,.(VYVZ):(k.k,).?

—_————— e e — =

‘ - - -
Se trata de hallar dos nimeros reales, k, y k,, de manera que:u=k -v+k,-w

Ejemplo 8

Sustituyamos las componentes correspondientes:

(5,0)=k, - (2, 1) +k,-(1,-2) = (2k,, k) + (k,, —2k,)
= (2k, + k, k, — 2k)

Finalmente, igualemos componentes y obfenemaos el siguiente sistema::

5=2k +k, _ 5=2k+ k, _ 5
0=k —2k < 0=-2k +4k, _ Kk,

2

= 5k
1

Resolvamos el sistema y obtenemos: k, =2y k, = 1.

Prohibida su reproduccion
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Suma y resta de vectores

Las componentes de iy vV en la base B = {i,j} son (3, 1) y (2, -2). respectivamente. Pero,
,aué componentes tendrd el vector U + v?

Al representarlo graficamente, puedes comprobar que el vector U + v tiene componentes
(5, -1). que es el resultado de sumar las componentes de U con las de V.

En general, siu = (u, u,) y V= (v, V,) son las componentes ’;“ I
de Uy ven una cierta base, las componentes 0+ ven A A i
esa misma base son: ]"““i"ar“i'“- P -oohoooos 1--
> ] ] N ] ]
=2 ) . : RN .
ut+tv= (ul + Vl' u2+v2) 0 ) : ) 53 5‘4\ i5 ;{
_ ' e N
Las componentes u - v en esa misma base son: B .r;""fi"y':*""_-;;::: b
— - 720 E— :'Y__-_ :=::::t: ____ i. ----- .i__
u-v= (u1' Vy uz'Vz) i ' i i i
I I I u figurr; 12

Dados los vectores U = (3, 2) y v= (-2, 5). calculemos el valor del vector
- -
u -

___________________

c. 2u-v=2-(1,-2)-(2,2)
=(2,-4)-(2,2)=(2-2,-4-2)=(0,-6)

\
]
P @ =iV ydes=1-v. |
ey |
g’ Comprensién: Para calcular las componentes del vector W =14V, sumemos las componentes de u y?/’. |
(U8 Para calcularlas componentes del vectors =i - v, sumemos las componentes de Uy el vector opuesto de v |
Ll |
Resolucién: w=u+v=(3+(-2),2+5)=(1,7) :'
EI opuesto del vectorves (- (- 2),-5) =(2,-5) !
s=U-v=U+(-v)=3+2,2+ (-5)) = (5,-3) !
|
Comprobacién: Representemos graficamente las operaciones para comprobar que los resultados obtenidos |
son correctos. |
/
777777777777777777777777777777777777777777777777777 N | __

=8 Sabiendo que las componentes de los vectores u y Vv en una defermi- | | ﬁ :
ol Nada base son : :P frabaiar distint ; :
Bl U= (1,-2)yV=(2,2), hallemos las componentes de: o, rarafrabaar distinios aspectos |
£ : , del cdlculo con vectores, pue- |
L?T at+v b. 3 c.20-v | : des visitar la siguiente pagina: :
| , inferactive mathematics on the |
Procediendo del missno modo, tenemos: | I infernet correspondiente a Vec- 1
S | for Calculator. :
a u+v=(1,-2)+(2,2)=(1+2,-2+2)=(3,0) . ,

|
b. 36=3-(1,-2) = (3,-6) ! ! http://goo.gl/TdMZep :
: 1 1

|

|

I

3 y.
. 3
Tg | 8. Sabiendo que las componentes de los vectores u y v en una determinada base son
° : u=(1,2)yv=(2,-1), efectla las siguientes operaciones:
g ! el el - -
3 | a. u+v c. 3u-v
g ! N 5o
= : bou-v a L ity
\ 2




Producto escalar de dos vectores

El producto escalar es una operaciéon que asocia a cada par
de vectores libres un nimero real o escalar. Lo definimos de la
siguiente forma:

- - - .
u-v=|u|-|v|]cosa donde a es el dngulo menor que forman
los dos vectores.

Interpretacion geométrica

El producto escalar entre dos vectores U y V representa el pro-
ducto del médulo de uno de ellos por el mdédulo de la proyec-
cién del ofro sobre él.

Fijate en la imagen. De la definicién de coseno, obtenemos
que || - cos a es el médulo de la proyeccion de |v| sobre u.

- - - -
Por lo tanto, si a es agudo; u -v = |u| |v | cosa = |u] - |v|.

Teniendo en cuenta que cos (180 - a) = - cos a, de forma
onologo podemos demostrar que si a es obtuso: |u| [v| =
-Jul - [v].

Propiedades del producto escalar

. Siuy Vv son vectores perpendiculares, su producto escalar
es 0, y viceversa, puesto que cos 90° = 0.
En efecto, u-v = |u| - |v| - cos a = [u] - |V] - cos 90°
- -
[u] - |v]-0=0.

+ El producto de un vector por él mismo es igual al cuadro-
do del médulo del vector.

En efecto, el dngulo formado por un vector con él mismo
-
es de 0° y el cos 0° = 1; por tanto, v -v = |v| - |V] - cos 0° =

V|21 =|v|?= |v|=W- V.
Expresion analitica en una base ortonormal
Consideramos uy v, dos vectores cuyas componentes en la
base ortonormal.
B ={i,j}son (u,u,)y (v,v,);es decir,i=ui+u,jyv=v,i+vj.
Si utilizamoslas propiedades del producto escalar:

V= (u1+u2]) (V1+V2])—u1 (V1+V2])+u2] (V1+V]»)

—uv1 1+uv1 ]+UV1] 1+uV] j= |1| +uv11+

WV, j 1+uv |]|

- -

Como B es ortonormali-j=j-i= 0y |i| = [j| = 1; es decir,
u-v=uv, +uyv,

H figura 13

]
+
]
]
]
]
L
]
]
]
]
]
+
]
]
]
]
i
]
]
]
]
'
]
]
]
]
L
]
]

B . E e e et

Los vectores no ortogonales
forman dos dngulos. Para
calcular el proucto escalar,
utilizamos el menor de ellos.

H figura 14
/'
8
4 \ﬂ
[dlcos v
ﬂ\
N7
\ _—
(180-a) \\
cob (180- o
H figura 15

El valor del producto escalar
de dos vectores del plano car-
fesiano puede ser negativo,
nulo o positivo.

* Es positivo cuando el me-
nor éngulo que forman los
vectores es agudo.

* Es negativo cuando el me-
nor dngulo que forman los
vectores es obtuso.

e Esnulo cuando los vectores
son orfogonales.

[P S PP S S
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ﬁ __________ . Moédulo de un vector y dngulo entre dos vectores

La expresion analitica del producto escalar en una base or-
tonormal permite obtener el médulo de un vector y el cose-
no del dngulo entre dos vectores en funcion de sus compo-
nentes.

Para trabajar distintos aspectos
del cdiculo con vectores pue-
des visitar la siguiente pdgina
de Inferactive mathematics on
the infernet corrspondiente a

Vector Calculator Sean (u,u,)y (v, v,) las componentes de uy v en una base

http://goo.gl/hVInp ortonormal. Entfonces:

i - o b
I u |=\/u ‘u =\/(u1,u2)-(u1,u2) = | u | =W'

Por otro lado:

- - a- \_I)
u-v=|u|+|v]-cosa=cosa= —s5———.
[ul-|v]
Si ahora sustituimos -V, | U |y| V| por su expresién analitica,
obtenemos:
u,v,+u,v,

cos a = cos (U,V) =

Vuz +ul - u? +v2,

que es la expresion analitica del dngulo entfre dos vectores.

YTAMBlEN @ ! Las componentes de 1 y_)v en una base ortonormal son
Los vectores ortogonales son (L1, 3)y (-2, 5). Calculemos:
aquellos cuyo producto es-
calar es 0 sin que ninguno de

ellos sea nulo.

- = - g
au-v b. | U] c|V| d. cos(U V)
Apliguemos en cada caso la expresién correspondiente.

Sitenemos un vector con com-
ponentes (u,, u,), el vector (u,,

|

|

|

|

|

|

|

|

|

;

L a UV=Euytuy,=1-(2)+3-5=2+15=13

|
-ul) es ortogonal al anterior. Y, ! >

i b. Jul= v +ui=\V 1°+3*> =10

:

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

por supuesto, también el vec-
tor (-u., .
Ct ) o =\ v = (27 + 5 =29
. J
== +
d. cos(@V)|v| = VT WY =
\/u21+ u, \/v21+ V2,
_ 1-(-2)+3-5 13
\ V12432 -\/(-2)*+ 52 V290

Hallemos un vector orfogonal a u= (3,4)yde Resolucién: Calculemos el médulo de v )
mddulo 1.

lv|=\/4*+ (:3)’=\16 + 9=\/25=5
Comprension: Para hallar un vector orfogonal a u, de-
bbemos buscar un vector cuyo producto escalar por U S multiplicamos el vector v por, obtenemos otro vec-

sea cero. Una posivilidad es el vector V= (4, -3), ya que: tor L de la misma direccién y médulo la unidad. Por

\%
-V =(34)(4-3) tanto, un vector ortogonal a i, y de mddulo 1 es:
=3-44+4.(-3)=12-12=0 S <4 _3)
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1.10. Angulo entre dos vectores

A partir de la definicidén de producto escalar, podemos determinar el dngulo que forman
dos vectores en el plano.
R
u .

Definimos el angulo formado por dos vectores del siguiente modo: cos o= T
u .

<l|<y

—_—— e e e e ==

Calculemos el dngulo formado por los vectores uy v
cuyas componentes en la base candnica son:

u=(2,7)yv=_(-3,5).

o
o
o
£
o
i

Comprension: Apliguemos directamente la férmula del
dangulo entre dos vectores.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I: ﬁ
Resolucién: o | ______,
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
I

CoS 0t =— u X = 2.(39)+7-5 = 6+ 35 Puedes comprobar los resulta-
[ul-|v] V224 72/(-3)2+ 52 \/53-/34 dos utilizando la calculadora

gue encontrards en la pdgina

29
= ————— Q =arccos

29
"7 =46
V53 -\/34 V53 34

http://goo.gl/Y73w1r

e e e -

x8l Calcularemos los angulos del tridngulo de vértices: A (6,0), B (3,5), C (-1, -1). :
|
% Comprension: Calculemos primero las componentes de los vectores que forman los 3 i
qE> lados del fridngulo y luego hallemos los dngulos entre estos lados, aplicando la férmula |
imill  correspondiente, i
|
Resolucién: i
AB=(-35) BA=(3-5) AC=(7-1) CA=(71) BC=(-4-6) CB=(46) |
. l
— |
cos A= é]? A_C. |
|ABJ |AC]| :
cosah=— 0 CEDHS- D 16 _ 464057 A=67°17 |
[C37+ 5777+ ()7 V34 VS0 i
|
|
—_— — |
D BC-BA :
cosaB=—F——F— |
|BC| |BA| i
—~ (—4)-3+(—6)-(—5) 16 - !
cosaB= = =0,42809 — 64° 65’ | B
/52 -\[34 /34 /50 B=64765 .-
~ CA-CB &
cosaC=—F—F—F—=—— I 2
|CA| |CB| i g
cosal=—3% _ =0,6668 C=48°10' 47" s
V50 -\/52 |




1.11. Vector unitario

Un vector unitario es un vector cuyo moédulo es igual a 1.

Dado el vector 1, al vector unitario con la misma direccion y el mismo sentido lo calculamos divi-
. Z 1
diendo el vector entre su modulo: 5 U

- N . . vz 0 .
Dado el vector u, si queremos calcular un vector con la misma direccidn y el mismo sentido que u

pero con moédulo k, calculemos el vector unitario con la misma direccién y el mismo sentido que
g

u y multiplicamos por k: 5— u.

Y TAMB‘EN @ \ [ Transformemos el vector v = (5, 12) en un vector unitario con el mis-
El conjunto V. dotado de Ias mo sentfido y la misma direccion.
2
operaciones de suma y de pro-
ducto por un escalar que he-

mos definido, constituye lo que
llamamos un espacio vectorial.

Comprensién: Para convertir el vector en unitario, calculemos el mo-
dulo del vector y dividamos cada componente entre el médulo.

, B , Resolucion:
La dimension de un espacio
) 2—\/ —q2—.2_ (Y Vz_i,g
de vectores que puede tener [V1=V5*+12°=y169 =13 =; u= v v/ \13 13
una base. ‘s ‘
Comprobacién:

En el caso de V,la dimension
es 2, es decir, no puede ho-
ber tres vectores linealmente
\independien’res.’ N

|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
, L . |
vectorial es el maximo nimero :
|
|
|
|
I
|
|
|
|
I
\

o [(5 L (2Y_ 524122 _ 169 _;
lul=/{13) *(13) =\ —13 169 ~

Las coordenadas del vector a son (3, 4) ¢cudles son  Las coordenadas del vector unitario con la misma
las coordenadas de un vector unitario con la mis-  direccién y sentido que serd (lamamos le U al vector
ma direccién y sentido que a. unitario):

h
o
o
£
ot
L

Comprensiéon: Para calcular las coordenadas de 7 3 4)
un vector unitario con la misma direcciéon y sentfido

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

al que nos proponen (recordamos lo que hemos :
dicho anteriormente), es la de dividir las coordena- Comprobacién: |
das del vector dado entre el valor de su médulo: |
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

. S 3 4 : ¥
Resolucién: Calculemos el médulo de a: lu|= /(13’ ?) = J(%) + (%)
la|=V(3)2 + (4)2 =25 =5
Ahora, dividimos las coordenadas de a queson (3,4) = || 25 + 25 — \[25 T

entre el mdédulo que acabamos de calcular que es 5.

9. Transforma el vector de componentes (8, 15) en un vector unitario con la misma direccién y el mis-
mo sentido.

10. Normaliza los siguientes vectores, fransformalos en vector unitario:

b. (3,-4) e. (-4,7)

Prohibida su reproduccion
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1.12. Coordenadas de un punto en el plano

A continuacién, sabremos coémo utilizar los vectores para asignar coordenadas a los puntos
del plano.

Consideremos un punto fijo O del plano y una base B = {4, ()} de V,.

El conjunto formado por Oy B = {1_1', (\7) } constituye un sistfema de referencia en el plano, pues permite
determinar la posicion de cualquier punto del plano. Lo denotaremos por R = {0, u, \7}.

—

En efecto, cualquier otro punto P del plano determina con O un vector OP. El vector libre [OP]. que
denotaremos por p, lo denominamos vector posicion del punto P,

Sean (p,, p,) las componentes de p en la base B. Diremos que (p,, p,) son las coordenadas del
punto P en el sistema de referencia R = {0, U, v} y escribiremos P = (P, P,)-

Las coordenadas de un punto P respecto al sistema de referencia R = {0,1_1',3)} son las compo-
nentes del vector posicién de P en la base B = {i ,v}.

. . . - - . A
Asi, dado un sistemna de referencia R = {0, u, v}, para asignar v ; A B S
coordenadas a un punto P del plano procedemos del siguien- - T e a7
te modo: S A T W N 8 O
SO o e
[OP]=p=put+p,v—P=(p, p,) AR VZIn N e
Recuerda, por ejemplo, que la base candnica y el origen de Voo g
coordenadas forman un sistema de referencia en el que las A R A A .
' ' 0 -

coordenadas de un punto coinciden con sus coordenadas . X

. fi 16
cartesianas. # faure

A partir de ahorq, utilizaremos sistemas de referencia cuya base
sea orfonormal.

e e e -

Calculemoslas componentes del vector v que tiene origen en A = (2,5) y extremo en B= (1, 3).

Comprensién: A las componentes del vector V= AB las obtenemos al restar las componentes de los puntos.

Comprobacién: Representemos grdficamente los puntos para comprobar que las componentes del vector

|
|
|
|
. i
Resoluciéon: AB=(2,5)-(1,3)=(2-1,5-3)=(1,2) |
i
calculadas son las correctas. |

|
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Problemas resueltos ©

Operaciones con vectores

1. Un automévil recorre 100 km en direccion este y luego cambia el rumbo con un giro de 75° hacia el norte
durante otros 100 km. Calcular el médulo y el sentido que corresponden a la trayectoria equivalente a la

del automévil. ?

Comprension:

La trayectoria equivalente es el resultado de sumar
los dos vectores que representan cada uno de los
sentidos de movimiento del automdvil.

Datos:

Identificamos el primer movimiento en direccién este
con el vector u.

Identificamos el segundo movimiento, después del
giro de + 75°, con el vector V.

El modulo de cada uno de los recorridos es de
100 km.

Resolucion:

Primero, dibujamos el vector de mddulo 100 en direccidn
este (eje horizontal). A continuacidn, giramos en sentido
antihorario 75° y frazamos el siguiente vector de mddulo
100 y colocamos el origen de este vector en el extremo
del primer vector.

La suma va desde el origen del primer vector hasta el
extremo del segundo vector.

A
) A
//

Vi

\J

0 25 50 75 10

Operaciones con vectores

1. Determina, sin representarlos, que los puntos A = (1, 2), B= (4, 2) y C = (3, 3) forman un tridngulo. M

Comprension: Calculamos las componentes de los vectores AB y AC. Los puntos formardn un tridngulo si los vectores

no estdn alineados.

Resolucién:

Componentes de los vectores: AB= “4,2)-1,2)=(@3,0) AC= B.3)-1,2)=(,1.

Los vectores estdn alineados si existe un numero real que verifica AB = k - AB AC, es decir,

si3=2ky0=k
3

Pero como =- # Q, los vectores no estdén alineados y forman un tridngulo.

21

Comprobacién: Representamos gréficamente los punfos en el plano para ver que no estdn alineados.



Problemas resueltos ©

Bases de V2

1. Las componentes de un vector expresadas en la base candnica son ti= (-5, 5). Halla las componentes
de este mismo vector expresadas en las bases B = {v, w}, feniendo en cuenta que las componentes en la
base canénica de los vectores que las forman son v=(1,3)y w= (2, 1). M

Comprensién: Para hallar las componentes en la base B,
debemos asegurar que los vectores vy w son linealmen-
fe independientes y, a confinuacidn, expresar el vector u
como combinacién lineal de vy w.

Datos:

u=(-5,5)

componentes — bases : B = {U, w}
u=(1,3)

w=(2,1)

Resolucion: Intenta resolver el problema td solo. Para ello,
ocufta la columna de la respuesta y sigue estos pasos:

Pasos

1. Determinamos que los vectores V vy
w son linealmente independientes al demostrar
que la relaciéon a - 0 + B - v= 0 Unicamente se veri-
ficasia=0 b=0.

2. Escribimos el vector u como combinacion lineal de
- o
los vectores vy w.

3. Sustituimos los vectores por sus componentes, igua-
lamos y resolvemos el sistemna de ecuaciones.

o bd
4. Escribimos el vector u en la base { v,w}.
Respuesta

. 0=a-v+B-w

0,0)=a-(1,3))+B- 2D =(,3-a)+(2-B,B)=
=(a+2-B,3-a+p)

O=a+2-B
0=3-a+p [*=3B=4
2. U=a-V+B-w

a
(=559)=a- L)+ 2 D=(@3- )+ 2B =
(a+2-B,3-a+p)

3. 5=a+2-B
5=3-a+p a=3p3=4

4, 4=3-v-4-w

Las componentes de u en la base Bson t = (3, —4).

Producto escalar de dos vectores

— e
1. Dado el vector v= 3i + 4j, halla el médulo de la proyeccién de este vector sobre otro cuyas componentes

sean U= 5i + 1j.

Comprension: El mddulo de la proyeccién de un
vector sobre ofro puede obtenerse a partir de la
férmula del producto escalar de dos vectores.

Resolucion: La formula del producto escalar de dos

vectores es il V= |T] - |V] - cos a donde [V] - cos a es
2 g s

el mdédulo del vector v proyectado sobre u.

Para obtener el médulo de la proyeccién de u sobre

iR

v, expresaremos el producto escalar como V - U=

- . 7z

[v|] - |T] - cos ay aislaremos el mddulo del vector

proyeccién que es:

v-u :V1-u1+V2~u2 __3-5+4-1 _
V| VvZyvz J9+16

[V]- cos a=

’

L . - -
El médulo de la proyeccion de u sobre v es 3,8.

Comprobacién: Con un programa de representacion
grdfica, como GeoGebra, podemos comprobar la
solucién obtenida.
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y problemas propuestos

DVectores en el plano:

VA

=
<t
<t

=4

x4

£

>
0 >
X

1. Observa la figura e indica cudl de las afirmacio-
nes es cierta.

ya ' ' ' ' '
) ) ) ) )
1 1 1 1 1
) ) ) ) )
) ) ) ) )
...... ’.---- -----:.-----:.-----:.
) ) ) ) )
) ) ) ) )
1 1 1 1 1
) ) ) ) )
] ] [ ] ]
) ) u ) )
...... VNS L
.’I ) ) ) )
W, H H H H
) ) ) )
(] 1 1 1 1
) ) : ) :
R R =y R
) ) [] ) )
H T H H
'V ) ) )
| | | | [
AlQ X
- - o
a w+v=u
b. U+V=w
— - -
C. wtu=v
— —
d w-v=1

2. Dados los puntos A= (-1, 2) y B= (2, 0) del plano,
determina:

a. las coordenadas del vector ﬁ

b. el médulo del vector AB.

c. Representa graficamente el vector ﬁ
d

. Determina un vector unitario en la misma direc-
cién que el vector.

3. Dibuja dos vectores cual quiera u y?/’. Demuestra la
propiedad conmutativa de la suma (W + vV =V + 1).
Utiliza el programa GeoGebra para demostrar esta
propiedad:

)
=
IS}
-~
~
Q
o
O
Q
=
c
)
3

10.

1.

Dados los vectores u= (2,-1) y v=(0, 3),

Determina:
a. Elmdédulo de los vectores Uy v

-

b. El producto escalar de los vectores ﬁ'y \%

-

c. Eldngulo que forman los vectores uyv

Si el vector u verifica que U= 2 - V - 3 -w , expresa
- >

v como combinacién lineal de uy w.

Dibuja dos vectores cualquiera uy vy demuestra
que se cumple:

U+3-v=3-(U+V)
V=-(V-1i)

a. 3-
b. u-

<l

¢Es el vector U = (3, 4) combinacion lineal de
los vectores v = (3, -3) y w = (4, 6)? Justifica tu
respuesta.

Expresa en la base candnica los siguientes vectores:

Dados los vectores V= (1,3), w = (2,-2) y t= (5, -1),
halla si existen gos nurlweros reales ay b fales que se
cumplaa-vV+b-w=t.

Comprueba si los vectores U = (-3,4) y v = 94)
forman una base. Justifica tu respuesta.

Demuestra que los vectores i = (1, 1) y vV = (1, -1)
forman una base y, a confinuacion, expresa el
vector t = (4, 0) como combinacién lineal de Wy V.

. Las coordenadas del extremo de cuatro vectores

posicién son A= (1,1), B=(-2,3),C=(-2,- 1)y
D=(3,-1).

a. Dibuja el vector resulfante de la suma de los
cuatro vectores.

b. Calcula las componentes del vector posiciéon
resultante.



y problemas propuestos

13. Sean los vectores U= (1,-3),V=(2,-1)y w = (1,1).
Calcula las componentes de los siguientes vectores:

N
w

<l
+

+

-
-w

=l

Q O U Q
NN Sl
<!l =1

=X}

4V 4u-2-w

14. Halla los valores de x e y en cada una de las igual-
dades entre vectores.

a. 5-(xy)+(3,-9)-2-(68)+ (-11,10) = (0,0)
b. 2-(-3,7)+6-(x-2)-(13,y)=2-(x,y) + (-91,-49)

15. Halla el valor de k para que la siguiente igualdad
entre vectores sea cierta:

7+ (3,-K) + (-5, -5) = (16, -26)

16. Sabemos que el vector vtiene estas componentes:
(-10, 8). Halla un vector wtal que w + V = (7, 2)

17. Calecula las compongnfei del vecLor g_’ =2-V-3-w,
sabiendo que v=-3i+ 6jyw="7i- 3j.

18. Si el segmento de extremos A= (1,3) yB = (10, 6) se
divide en tres partes iguales, ¢cudles son las coor-
denadas de los puntos de division?

19. Calcula el médulo del vector v = (-5, 12)

20. Calcula el producto escalar de los vectores v =
(-5,12) y w = (8, 15)

21. Calcula el médulo de la proyeccién del vector
U = (4, 3) sobre el vector v = (5, 12).

22. Calcula el dngulo que forman los vectores V=
(-3,4) y w = (8, 15). Representa la solucion grdfi-
camente con GeoGebra.

23.Dados los vectores U = (-2, 5) y vV = (-5, 7), halla

2 W3-V

24. En un reportaje de National Geographic, se descri-
be la trayectoria de una ballena a la que se le ha
implantado un localizador. La frayectoria descrita
por la ballena considera que el origen de coorde-
nadas se encuentra en la estaciéon de seguimien-
to. La trayectoria seguida por la ballena es: oeste
3 000 km, norte 2 000 km; luego, 3 000 km direccidn
este y, finalmente, 4 000 km direccidn norte, que es
donde el barco de investigaciéon la ha localizado.

a. Dibuja la frayectoria que debe seguir el barco
desde la estaciéon hasta la posiciéon actual de
la ballena.

b. ¢(Qué distancia deberd recorrer el barco?

25. Halla el valor de la componente x del vector (20, x)
de forma que el mddulo sea 101.

26. Halla el dngulo formado por dos vectores cuyo mé-
dulo es \/Ey 5, respectivamente, y su producto esco-
lares 9.

27. Calcula el valor de k sabiendo que el mdédulo del
vectorv = (k, 12) es 13.

28. Calcula el angulo que forman los vectores v =
(_16: 8) yw = (4: '2)'

29. Sabiendo que [u] =8y que u, v, =u, v, =43, halla
el producto escalar i - V.

30.Calcula el valor de x para que los vectores v =
(4,-3) yw = (7, x) formen un dngulo de 60°.

31. Calcula el vector opuesto al vector AB definido por
los puntos A= (7,-4)yB=(-8,7).

32. Expresa las componentes del vector cuyo origen es
el punto (2,-3) y el extremo es (7, 9).

33. Dados los puntos A, B, Cy D cuyas coordenadas son
A=(1,3),B=(-2,1),C=(3,1),D= (-1, 2): Halla los
componentes de los vectores cuyo origen y exire-
mos son los que se indican:

c. DC
d. CA

a. AB
b. BD

—Utiliza el programa GeoGebra para comprobar los
resuttados obtenidos.
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34.

35.

y problemas propuestos

La instalacién de un servicio de asistencia mecd-
nica se encuentra en una posicidén de coordenac-
das (120, 110) en kildmetros. Halla la distancia
de un vehiculo averiado que llama desde la posi-
ciéon (- 12, 140)

Dado el punto A = (13, 6), escribe las coordena-
das de otro punto B de modo que el vector AB
sea equipolente al vector U= (4, -9).

36.Una barca se desplaza por un rio en direccidén

37.

38.

39.

40.

41,

42.

43,

(15, 7) y la corriente lleva orientacién (-3, 4).
¢ Cudl es el vector de desplazamiento real de
la barca? Calcula el mdédulo del vector de
desplazamiento.

A, B, C, D son los vértices de un cuadrado. Si dos de
los vértices son A = (- 5,-4) y B= (-2, 3), halla los vér-
fices C, D del cuadrado.

Sabemos que el vector de componentes (x,y) cum-
ple que la diferencia entre la segunda y la primera
componente es igual a 7 y el médulo del vector es
73. Calcula las componentes del vector.

Comprueba que los puntos A = (7, 4), B =(-2,1),
C=(6,-3)yD = (7,-2) pertenecen a una circunfe-
rencia de centro (3, 1). Halla el valor del radio de
la circunferencia.

Indica si el tridngulo formado por los puntos A =
(1,3),B=(3,2) yC= (4, 5) es equildtero, isdsceles
o escaleno. Justifica tu respuesta.

Dado el vector U = (-3, 7): Dibuja tres vectores equi-
polentes al vector u

a. Dibuja tres vectores equipolentes al vector u

b. Dibuja un vector equipolente a U con el extre-
mo en 0 = (0, 0).

c. Dibuja un vector equipolente a ucon origen en
B=(-7,12).

Dado el vecfor v= (4, 3), halla la expresién de un
vector perpendicular a v.

Las coordenadas de un tfridngulo son A = (3,0), B
= (b,, b)) y C = (5, 2). Halla las coordenadas del
vértice B para que junto a las coordenadas de A
y C formen un tridngulo rectangulo.

44. La posicidn de un vehiculo sobre unos ejes de

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

coordenadas es el punto A = (7, 5) y se despla-
za segun el vector u= (9, 5). De ofro vehiculo, sa-
bemos que salié con la misma velocidad de la
posicion (12, 43) y se dirige al punto B = (28, 53).
¢(Pueden llegar a chocar? Justifica tu respuesta.

Dado el punto A = (0, x), determina el valor de x de
modo que la distancia de este al punto B = (5, 7)
sea de 13 unidades.

Un camidn queda averiado en la posicion A = (14,
140). Llama pidiendo ayuda y le confestan dos
servicios de helicdpteros que se encuentran en las
posiciones B = (-21, 100) y C = (40, 73). Si consi-
deramos que ambos helicdpteros avanzan con la
misma velocidad, ¢cudl de los dos llegard primero
al punto donde se encuentra el camién averiado?

Estamos consfruyendo una carretera que enlace
los punfos A = (12, 21) y B = (17, 23). Ofro punfo
se encuentra en C = (3, 9). (Es posible que una
Unica carretera permita unir estos tres puntos?

Dado el vector w = (28, x), halla en cada caso, el
valor de x para que:

a. El vector tenga un médulo de 53 unidades.

b. El producto por el vector U = (-5, 3) sea igual
a-44.

c. El vector sea perpendicular al vector de com-
ponentes (3,-12).

Halla el valor de x en cada una de las siguientes
igualdades entre vectores:

a. -3-(x,-2) + (2, -6) = (14, 0)
b. 2-(3%-9) + 3 (-3x,12) - (-3, 6) = (-15, 12)

Dados los puntos A= (1,1),B=(3,5), C= (10, 6)
y D = (7, -1), comprueba si forman un trapecio.
Justifica tu respuesta.

Clasifica el tridngulo determinado por los puntos
A=(4,-3),B=(3,00yC=(0,1).

a. Calcula la longitud de cada uno de los lados.
b. Halla el vector suma AB + AC

c. Expresa AB - AB en la base candnica.



y problemas propuestos

52. Dados los vectores U=(2,5),V =(-3,4) y w (5, 12)

a Halla2-4+3-V-5-w.

b. Halla2 U (-3 - V).

¢. Calcula el dngulo que forman ‘7vy V.
d. Normaliza el vector V.

— . 'z
e. Expresa w como combinaciéon de los vectores
de la base si consideramos como base los vec-
- o
foresuyv

53. Sabemos que los punfos A = (2,1) y B = (4, 3) son
los extremos del didmetro de una circunferencia.

a. Calcula el centfro de la circunferencia.
b. Halla el radio de la circunferencia.

c. Dibuja la circunferencia.

54.1,],K, L son los vértices de un rombo
que forman dngulos de 45°y 135°,
Cada lado mide 12 cm. ¢Cudl es el
producto escalar de los siguientes

vectores?
a. OK-0] b K. c. o].oL

55.Dados los vectores u= (-1, -2), v= (2, 2) y
w = (0,-1), calcula (2 0-37V). (V44 wW).

- =

56. Dados los vectores u, vy w de la figura, calcula
grdficamente,

a U+vV+w
b. -2w
c. u+2v

d 2u-v

57. Halla las componentes de u, vy w en la base B =
i 4 f
{i, ]_} y efectia, con componentes, las operacio-
nes anteriores.

58. Halla las coordenadas del extremo C del segmen-
fo AC sabiendo que A = (-6, 4) y las coordenadas
del punto medio B son (4, -6).

59. Las componentes de WVy wen una cierta base son
= (-1,2),v(2,3)yw= (1,0).
—Expresa cada uno de estos vectores como com-
binacidn lineal de los otros dos.

<y

<4

= .

60. Divide en cuatro partes el segmento que tiene
por extremos los puntos A= (- 2,0) y B= (2, 8).

61. Al dividir el segmento AB en tres partes, hemos ob-
fenido los puntos A, = (1, 0) y A, = (3, 3). Si sabe-
mos que las coordenadas del punto A son (-1, -3),
¢cudles son las coordenadas de B?

Problemas de aplicaciéon de vectores
en el plano

62. Paula sale de su casa de su casa al colegio y re-
corre 5 km al este, y luego 6 km al norte. (A qué
distancia estd su escuela?

63. Una nina arrastra un carro de juguete con una
fuerza de 120 N en una direccién de 37° sobre la
horizontal. Halla las componentes horizontal y verti-
cal de esta fuerza.

64. Las componentes rectangulares, Vx y Vy, de un
vector V,valen Vx =6 cmy Vy =8 cm.

a. ¢Cudl es la magnitud del vector V?

b. ¢Cudl es el &dngulo que el vector forma con
eje x?

65. Un avidn a una cierta altura, partiendo de un pun-
to A, se desplaza a 4 km, hasta el punto B, man-
feniéndose en la misma altitud. Todavia mante-
niéndose a la misma altura, se desplaza 3 km, en
dngulo recto con la direccién AB, hasta el punto C.
A partir de C sube verticalmente, recorriendo una
distancia de 5 km, llegando al punto D.

a. Esboza el dibujo de
los desplazamientos
del avidn.

b. ¢Cudl es la magnitud
del vector desplaza-
miento resultante AD
del avién?
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66. Un avidn vuela 60 km en una direcciéon de 40° al
Oeste del Norte ¢ Cudles son las componentes rec-
tangulares del desplazamiento del avién?

67. Una mosca se para en la pared de un cuarto. La
esquina inferior izquierda de la pared se selecciona
como el origen de un sistema de coordenadas car-
fesianas en dos dimensiones. Si la mosca estd para-
da en el punfo que tiene coordenadas (2, 1) m, (a)
¢Aué tan lejos estd de la esquina del cuarto?

68. Desde el aeropuerto Mariscal Sucre de Quito vue-
la un avién en direccién N40°E. Cuando ha volado
200 km, ¢Cudl es la distancia a la que se encuen-
fra el avién al norte del aeropuerto?

69. Desde lo alto de un campanario de 70 m de al-
tura, se ve un pargue en frente con un dngulo de
depresion de 45°. Caleula el drea del tridngulo
que se forma.

70. Un ejecutivo sale de su casa y se dirige hacia su
frabajo, al Este, desplazdndose una distancia de
3 km, después se dirige a una tienda, que queda
al Norte, recorriendo 4 km. Determina el desplaza-
miento total que realiza el ejecutivo.

71. Supdn, que la misma persona del ejercicio ante-
rior, parte de su y casa se desplaza 5 km hacia el
Este, después, se dirige a Noreste recorriendo 6 km.
Determina la magnitud y direccién del desplaza-
miento resultante

72. Una fuerza horizontal de 600 N y una vertical de
400 N, actdan simultdneamente sobre el mismo
cuerpo. ¢Cudl es la magnitud de la fuerza resul-
fante y su direccién con la horizontal?

73. Dos fuerzas de 500 N y 800 N actian sobre el mis-
mo cuerpo. Si el dngulo entre ellas es de 120°, cal-
cula la magnitud de la resulfante y su direccién
con respecto a la fuerza de 500 N.

74. Dos fuerzas de 200 N y 300 N, actuan sobre el mis-
mo cuerpo formando un dngulo recto una con
la ofra. Determina la magnitud y direccion de la
fuerza resultante.

75. Un aeroplano vuela al Suroeste 200 km, luego vira
hacia el Este 300 km, cuando es forzado a aterrizar.
(A qué distancia y en qué direccién estd el aero-
plano de su base?

76. Marino pasea en su bicicleta a 8 km/h, va hacia el
Sur durante 2 h, luego da vuelta y se dirige al Este
durante 1,5 h. Determina la magnitud y direccidn
de su desplazamiento resultante.

77. Encuentra las coordenadas del ortocentro, punto
en el que se cortan las alturas del tridngulo cuyos
vértices son A = (-4,2),B=(0,6) y C = (6, -4).

78. Obtener las coordenadas del punto de aplicaciéon
del vector AB (2; -3), sabiendo que tiene su extre-
mo en el punfo B (-1, 2).

79. Dados los puntos A = (- 3,7) y B = (5, -4): Halla las
componirl’res ggl vector BA. Comprueba que se
cumple BA= -AB. Halla el punto medio de los dos
puntos y las componentes del vector 2 - AB.

80. Dados los puntos A= (3,7),B= (- 2,- 3) y el vector
U = (4, — 5), halla un punto C que cumpla:

aAC=1

b.AC= 2 - (BC) = 38

81. Halla el médulo del vector cuyo origen es el punto
A= (-14,9) y el extremo es B = (-2, 14).

82. Sabemos que las componentes del vector v son
(8, - 6). Halla un vector w tal que w+ 3 - v = (1, 4).

83. Halla el producto escalar de W - 3 - ¥ sabiendo que
w=(=35)yv=_(1,4)

84. Si _E:onsidercmos los vectores v= (-1, 2), w= (2,-3)
y t= (5, -6), comprueba si existen dos nimeros reo-

—

lesay btales que se cumplaa-v+b-w=Tt
85. Dado el vector (- 40, 9), halla:

Su médulo
El dngulo que forma con el vector (3, 7)

El producto escalar con el vector (1, 10)

a o T o0

Un vector con la misma direccién, el mismo
sentido y con mddulo 2

86. Calcula los dngulos del tridngulo cuyos vértices
son los punfos A= (6,5),B=(3,10)yC=(1, 2).



*

Pares ordenados de puntos que se defi- El conjunto de fodos los vectores fijos
nen a partir de su mddulo, su sentido y su equipolentes a un vector dado.
direccion.

I

Producto de un ndmero real por un vector: k - i
Suma y resta de vectores: U + v

I

Escritura de vectores utilizando las operaciones con vectores.

U= -V+B-w

I

Dos vectores vV y w con diferente direccion forman una base y si:
U=a-V+B-w

ay b son las componentes de i en esta base.

ﬁI

Podemos usar las componentes de los G-v=lil- V- cosa
vectores para efectuar operaciones:

Producto de un nUmero real por un vector:
k= (k- k- uy) Lo podemos usar para calcular el médulo

Sumay resta de vectores: de un vector y para calcular el dngulo que
forman dos vectores.

Expresion analitica en una base ortonormal:
U-v=uyv, +uy,

U=V =, £v,,u, £V,)

Utilizando un sistema de referencia
R ={0;u,v}, definimos las coordenadas
de un punto P de la siguiente forma:

(OP) = p = pi+ 7 = P (py.p.)
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ﬂ Para finalizar

olndica si las siguientes afirmaciones son OObservq el cuadrado de esta figurar:

ciertas o falsas: y A=(0,0)
a. Un conjunto de vectores equipolentes B=(2,0)

son linealmente dependientes entre €=(22)

ellos. D=(0,2)
b. En el plano, dos vectores no nulos de di-

ferente direccion siempre son linealmen-

te independientes.

A B X

c. Tres vectores del plano, no nulos y de
diferente direccién, son linealmente
independientes.

A continuacion, indica el vector resulfante
de las siguientes operaciones:
d. La suma de dos vectores con el mismo

origen, modulo y direccién es un vector a. [AD] + []ng]

cuyo modulo es el doble del mdédulo de b. [AM] + [AB]

los originales. c. [AD] [AB]
Representa en un sistema de referencia da. [AB] + 1 [BD]

coordenado (x, y), los siguientes vectores.

@ Expresa los vectores representados en esta
figura como combinacién lineal de U y v,
en un sistema de referencia coordenado.

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000,

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°

N = =
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Reflexiona y autoevallate en tu cuaderno:
e Trabajo personal * Trabajo en equipo
¢Cémo ha sido mi actitud ~ ¢He cumplido  ¢Qué aprendi en esta ¢He compartido con mis ¢He respetado las opiniones
frente al frabajo? mis tareas? unidad temdatica? companeros y companeras? de los demds?
* Escribe la opinidn de tu familia. * Pide a tu profesor o profesora sugeren-

cias para mejorar y escribelas.



Vectores

Utilizacién de ideas geométricas en la navegacion,
la arquitectura y el arte

La utilizacién de vectores no es exclusiva del dmbito
matemdtico.

Los vectores son un caso particular de sistema de coor-
denadas, por lo que se emplean para resolver problemas
en muchos dmbitos cientificos, artisticos y tecnoldgicos.
En cartografia hacemos uso de vectores, pero expresa-
dos en coordenadas distintas de las rectangulares (x, y).
Utilizamos coordenadas esféricas, y hablamos de longitud
y latitud en vez de abscisa y ordenada. En astronomia y
en navegacion maritima podemos determinar la latitud a
partir de la altura de los astros. Esta altura viene dada por
el dngulo que forma con los ejes fijos en el observador el

vector que une el astro con el origen de los ejes. Es de uso Al frabajar con vectores de mds de dos componentes, pue-
habitual en observacion astrondmica. den obtfenerse las denominadas superficies regladas.
Asimismo, los controladores aéreos de los aeropuertos uti- Estas son muy utilizadas en arquitectura y en el arte porque
lizan vectores para describir la posicion de los aviones en pueden reproducirse pldsticamente mediante hilos tirantes y
cada instante. pueden generarse con un conjunto de rectas.

¥ SENTIDO CRITICO

a. ¢Qué 16 direcciones sefala la rosa de los vientos? ¢ Qué
direccién elige como origen?

Los vientos se representan con una linea,
que a veces puede acabar en un circulo y
contiene informacién de la direccidén en que

. —(Qué angulo tiene el resto de las direcciones?
soplany la velocidad.

b. ¢Qué relacidn encuentras entre la representacion del
En los siguienfes enlaces encontrards mds viento y los vectfores?

Informacion: c. Dibuja los simbolos para temporal huracanado, tempo-

ral, fresco, bonancible y calma.
w """""""""""" K —A continuacién, describe las caracteristicas de cada

uno de ellos.

http://www.diccionario-nautico.com.ar/rosa-de-os-vientos.php
http://www.velaclasicamenorca.com/rosa-vientos.htm

1
1 1
1 1
1 1 d. Dibuja un viento de 63 km/h y direccidn oeste-noroeste.
1 hitpy//www fitulosnauticos.net/meteorologia/indexhtm?beauforthfm 1
1 1
1 1
1 1

hitp://www.tiempo.com/mapas-meteorologicos/viento/Mapas-de- e. Observa atentamente los mapas de viento de hoy en
viento-en-Espana.html Europa, Espana y Canarias. Compdralos e indica las

b e e e - a direcciones del viento y velocidades.

Piloto...

disfrutaria viojando a nuevos lugares, conoceria
personas de todo el mundo, con otras culturas y
costumbres y aprenderia muchos idiomas.

Usaria mis instrumentos de navegacién donde se
aprecian los vectores inferpretaria hacia dénde
dirigir el avidén y a qué velocidad. Ocasionalmente
colocaria en piloto automdtico.

Es bueno aprender sobre vectores, husos horarios,
latitud y longitud porque desarrollas tu ubicaciéon
espacial de mejor manera.

https://goo.gl/ikwQ9qg
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CONTENIDOS:

Ecuaciones de la recta, ecuacion vectorial

Punto medio de un segmento

Ecuacion paramétrica de una recta
Ecuacién general y explicita de la recta
Ecuacion punto pendiente

Posicion relativa entre rectas

Incidencia

©® N OO A ®w N

Rectas secantes

Al

Haces de rectas
Angulo entre las rectas
Distancia entre 2 puntos

D

Distancia de un punto a una recta

—
&>

Cdiculo directo de la distncia de un punto a una recta

S

Distancia entre rectas paralelas
Lugares geométricos
Bisectriz de un dngulo

> o

Matemdticas y TIC'S Geogebra




Noticia:

Premio Abel para Pierre Deligne, hacedor de
puentes entre islas matemdticas (...) El galarddn, a
menudo referido como el Nobel de las matemd-
ficas, reconoce las «contribuciones seminales» de
Deligne ala geometria algebraica (...).«<Sus podero-
sos conceptos, ideas, resultados y métodos», sigue
reconociendo la Academia, «siguen influyendo en h—
el desarrollo de la geometria algebraica, y de las
matemdticas en su conjunto» (...). EIl matemdtico
José Ignacio Burgos, investigador del ICMAT (...), ex-
plica que el premiado no solo tendid® nexos crea-
fivos para derribar algunas de las «fronteras inter-
nas» de las matemdticas (como la que separa la
geometria del dlgebra), sino también otras fronte-
ras externas, con implicaciones en la fisica tedrica.
(..) «La geometria algebraica tuvo en principio
unos objetivos simples», dice Burgos. «Se frataba
de saber qué figuras geométricas pueden ser so-
luciones de las ecuaciones polinomiales; pero esta
materia ha alcanzado con el fiempo un grado de
sofisticacion soberbion (...).

El Pais, 20-3-2013 (adaptacion).

Video:

La cicloide es una curva con propiedades geométri-
Cas curiosas que puedes ver en el siguiente enlace:

hitp://links.edebe.com/3x8zvk

EN CONTEXTO:

1. Reflexiona durante unos momentos:

RS LT TTE T L LL ]

a. (Qué sabes acerca de la geometria analiti-
ca?

b. (Qué preguntas o inquietudes te surgen sobre
ello?

—¢Qué fe gustaria investigar sobre este tema?

Anota tus respuestas a las tres preguntas y, en
grupos, poner en comun para exponer sus con-
clusiones ante el grupo de companeros.

2. Después de ver el video de la cicloide, contesta:

a. ¢Elcamino mds corto es siempre el mds rdpido?

b. La cicloide es una curva tautécrona. (Qué
significa?

c. ¢(Qué ventgjas tendria un péndulo cuya

trayectoria fuera una cicloide?
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René Descartes

(La Haye, 1596 - Estocolmo, 1650)
Su obra mdas importante fue el Dis-
curso del método, publicada en el
ano 1637.

En uno de los apéndices de esta
obra, titulado «Geométrie», desa-
rrolla procedimientos geométricos
para resolver determinados pro-
blemas algebraicos e infroduce el
sistemna de referencia que actual-
mente se conoce como coorde-
nadas cartesianas.

Extraido del libro Matemdticas | Bachillerato
Editorial Edebe Espana

Y TAMBIEN: |&? !

Un sistema de referencia en
el plano se define a partir de
un punto fijo O llamado ori-
gen y una base formada por
dos vectores g, , e, con distinta
direccidn.

A partir de un sistema de ref-
erencia, se pueden expresar
analiticamente los elementos
del plano.

| ECUACIONES DE LA RECTA ECUACION VECTORIAL

Una recta es un elemento geométrico, formado por una suce-
sién infinita de puntos en una sola dimension.

Una recta en el plano queda determinada por dos puntos, Ay
B, o por un punto Ay un vector i llamado vector director, que
indica su direccién. Calcular la ecuacion de una recta consiste
en hallar la relacion que cumplen todos sus puntos. Observa las
distintas formas que tenemos de expresar una recta.

Ecuacidn de la recta en forma vectorial

Consideramos una recta determinada por un punfo A= (a,, a,)
y un vector director i = (uy, us).

Si P = (x y) es un punto cualquiera de la rectay py ason
los vectores posicion de P y A respectivamente, aplicando la
suma de vectores se verifica que cualquier punto P cumplird:

El vector AP tiene la
misma direcciéon que el
vector i y podremos es-
cribirlo como AP =k - i,
siendo k un numero
real, Sustituimos a la
igualdad anterior, y ob-
tenemos la ecuacion
vectorial de la recta.

H figura 1

p=d+k-udondek eR

Dando valores al pardmetro k, obtenemos todos los puntos
de la recta; asi, para k = 0 obtenemos el punto Ay para k =
1 obtenemos el punto (a, + u, a,+ u,).

7/

Una recta por el punto A (3,-2) y fiene un vector director = (-1, 3). \;
Escribir su ecuacion vectorial. (x, y)= (3;-2) + k (-1; 3) !

a. A<%,' %) t v=(0,751,5)

I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
\

1. Escribe la ecuacién vectorial de la recta que pasa por:

2. Calculatodas las ecuaciones de la recta determinada por el vector v= (-1, 2) y el punto P = (0, -1)

b. v=(0,75;1,5) y el punto B (-8; -5)

L‘
,'Dpu\uov

L



2. PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

Para hallar el punto medio del segmento que une dos pun-
tos Py Q, podemos ufilizar la ecuacidn vectorial de la recta.

Sea el vector posicidon del punto medio del segmento PQ.
Este punto verificard la ecuacion.

http://goo.gl/xsl9oz

M=p + % PO Arboles dispuestos en linea recta

1
(my, mp) = (p1, po) +? (g1 =P, Go = o)

1 1
(ml,m2)=(p1+7 (g1 = p1), po+ ?(02 - /32))

Pt Pt Qo
my, my)=
(my, my) ( 5 5 )

P=(p, p)
P

pg M=(m,, m)
Q=(q, q,)

| 0 ;
u figura 2 Un mismo punto D tiene distin-
tas coordenadas segun cudal
El punto medio M de un segmento PQ es la semisuma de Ias coor- sea el sistema de referencia
denadasde Py Q. elegido.

siP=(3,5)yQ=(7,-3), el punto medio M del segmento PQ es:

M=(7+3 5-3

223
2 2

vV

3. Determina las coordenadas del punto medio de los segmentos determinados por los siguientes
pares de puntos:

FHED s (e

4. Determina las coordenadas del punto medio del segmento de recta cuyos extremos son |os
puntos A (-9, 15) y B (-5, -5).

5. Las coordenadas del punto medio del segmento AB son (5, -2). Si un extfremo del segmento es
A (7,-1). Hallar las coordenadas de B.

]
|
|
|
|
|
I
I
i
6. Dados los puntos P (-2, 7) y Q (10, -1). Sea M el punfo medio de PQ y N el punto medio de PM. !
Encuentra las coordenadas de N. !
I
|
|
|
|
I

7. SiM (5, -3) es el punto medio del segmento de recta que une a (x, -2) y (6, y). Encuentra los
valoresdex e y.

g
0
8]
)
k)
o
o}
9]
3
B
o}
o
o)
<
S
a

5
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2. ECUACION PARAMETRICA DE UNA RECTA

Si U es un vector director, v= ki, gj gxpresamos la ecuacion vectorial de la recta utilizando las
donde k € R, fambién lo es. .
componentes de 10s vectores y operamos, se obtiene:

y rix=2 xy)=(,a)+k(,u,)
5 xy)= (31' az) + (k- u, k- uz)

= (0, up)

xy)=(a,tk-u,a,+k-u)

3 "é
A=2,3)| G=(u;, 0 ry=3 ) L. fpn
2 Al igualar componentes, obtenemos Ia ecuacion parametri-
1 ca de larecta.
o 1 k5 4 5 6 X
X=a, +ku,
_ , , donde k eR
Si i = (0, uy) es un vector direc- y=a, +ku2
tor de la recta r que pasa por
el punto A = (2, 3), la recta » . )
r tendrd como ecuacion x = 2. lgual que en la ecuacion vectorial, los diferentes puntos de
Si G = (uy, 0), la ecuacién de r la recta se obtienen dando valores al pardmetro k.

serdy = 3.
Del mismo modo, si queremos saber si un punto concreto

pertenece a la rectaq, sustituiremos el punto en la ecuacion
dada vy resolveremos. El punto pertenecerd a la recta si el
valor de k obtenido es el mismo para ambas ecuaciones.

Ecuacidon continua

Si despejamos k de la ecuacion paramétrica e igualamos |as
expresiones resultantes, obtenemos la ecuacion continua de la =—
recta:

La ecuacién continua solo fiene sentido si las componentes y del vector director de la recta son
distintas de cero.

\

1. Dados el punto A = (2, -3) y el vector director i = (6, 4): |
|

a. Hallemos la ecuacién vectorial, paramétrica y continua de la recta r determinada por Ay . |

|

b. ¢Pertenecen los puntos B= (5,-1) y C = (4, 2) a larecta r? :

|

Comprensién: Para expresar las diferentes ecuaciones, sustituiremos el punto y el vector director en la expre-
sion general de cada una de ellas. Para comprobar si By C pertenecen a la recta, sustituiremos ambos,
puntos en la ecuacién paramétrica.

|

l

Resolucioén: !
N " X=2+6k ) X=2 y+3 |

a. Ec.vectorial: x = (2,-3) + k - (6, 4); Ec. paramétricar ; Ec. continua: =L = !
y=-3+4k 6 4 !

|

b. Sustituimos las coordenadas de By C en la ecuacién paramétrica: i
|

|

|

5=246k kz%:% 4 =2+6k k:%:é |
_1:_3_’_4/(}—) k_2_1 —)B:(5,].)EI’ 2:—3+4k}_) ) 5 —>C=(4,2)Ef i
42 2 ]




El vector ii = (-2,-3) es normal
alarecta-2x-3y + 8=0de
vector director i = (3,-2).

La pendiente de una recta indi-
ca el grado de inclinacién de
la recta con la horizontall,

La pendiente es la tangente
del dngulo que forma la rec-
ta con el eje OX. Si i = (uy, Uy)
es un vector director de la
recta, su pendiente es:

u
tga=m=—"2
th

Tres puntos A = (al, az), B =
(b,b,)yC=(c,c,) estan ali-
neados si las pendientes de
los segmentos ABy BC son
iguales; es decir AB y BCtie-
nen la misma direcciéne
b - a _ b, - a

c1-b Co= by

L. ECUACION GENERAL Y EXPLICITA DE LA RECTA

Al desarrollar la ecuacién continda y agrupar términos,
obtenemos:
X—-a - a
L _ Vo = Ux-a)=uly-a)=
th Uz
= U X — Usdy = Lhy — Uhdy = U X — U1y — Updy + Uhdy = 0

Si hacemos los cambios A=u,, B=-u,yC=-u,a, +u,a,
obtenemos la ecuacién general de la recta.

Ax+By+C=0

Observa que un vector directorde res i = (-B,A) y un vec-
tor normal a esta tendrd la forma 7 = (A, B), pues se verifi-
ca que el producto escalar i - i es nulo:

u-n=BA -(AB=-AB+AB=0

Hallemos la ecuacién general de la recta cuyo vector directores i = (3,-5)
y pasa por el punto P = (1, - 2).

Comprensién: Obtendremos la ecuacién general calculando los pardme-
fros A, B 'y C a partir del vector director y del punto P de la recta.

Resolucién: Calculemos los pardmetros A y B a partir del vector director:
U=@3,-5=(-BA >B=-3yA=-5

Sustituimos estos valores en la ecuacion general: -5x - 3y + C = 0.
Calculemos C imponiendo que la recta pase por el punto P:
-5-1-3-(-2)+C=01-5+6+C=01C=-1

Larectaes -5x-3y-1=0.

Comprobacién: Podemos ver que la ecuaciéon es correcta sustituyendo el
vector director y el punto en la ecuacidén continua, y tfransformdndola en la
ecuaciéon general.

5

Ecuacién explicita de la recta

Si despejamos y de la ecuacién continua, tendremos:

X—a y-a U
= = =KX-a)=y-a
th U th
u u
Yy = 2 X - -2 a + ao
th th
- o) U L .
Definiendo m = —, n = ——= a; + a,, obtenemos la ecuacion explicita
de la recta. t t
y=mx+n

En la ecuacién explicita, m es la pendiente de la recta y n es su ordena-
da en el origen.

Ejemplo 3
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Pendiente de la carretera cuyo desni-
velesel10% =>m=10/100=0,1.

A(a,0)
»
0] \ x
Ecuacién candnica de la

recta que pasa por B = (0, b)
y A= (a 0).

5. ECUACION PUNTO-PENDIENTE

Partimos de nuevo de la ecuacién continua y aislamos y - a,,

X—-a y-a U
= = y-a=—Kx-a)

th ) th

Teniendo en cuenta que hemos definido la pendiente como

u ' 2 \
m = =2, obtenemos la ecuacion punto-pendiente.
t

y-a,=m-(x—a,)

Ecuacion candnica de la recta

Otra forma de expresar una recta es a partir de sus cortes
con los ejes. Si, por ejemplo, esta pasa por A = (a,0) y B =
(0, b), hallamos un vector director:

i=AB=(0-a b-0)=(-a, b)

Si sustituimos un punto y el vector director en la ecuacién conti-
nuAa y operamos, obtenemos la ecuacién candnica de la recta:

Esta expresidn solo tiene sentido si la
X recta corta los dos ejes de coorde-
nadas, es decir, siempre que no
pase por el centro de coordenadas.

Ecuacién de la recta

Sea un punto A = (a,, a,) de la recta ry un vector director U = (Uy, U,). La pendiente esm=u, /u,.

Tipo de ecuacién Ecuacién Eemplo: P=(-21) U =(3,-4)
Vectorial p=a+ki, dondekeR p=(=2,1)+k(3,-4), donde k e R
X =a + ku =-2+3k
Paramétrica PR donde k e R e T T Londe k e R
Y = a +kup y=1-4k
Conti X-a _Y-a& x+2 y-1
onfinua = =—
u Us 3 -4
Ax+By+C=0 ) -1
Yy
~ _ == = -4x-8=3y-3=>
General i=(BA 7i=(AB) 3 4 Y
9 pendiente: m = -A /B 4x-3y-5=01 4x+3y+5=0
% Explicita y =mx + n, m pendienten ordenada en el ori- 4x-3y-5-0= -3y =4x+5= y = _i ¥ _ 2
° gen 3 3
g ‘ 4 4
a Punto-pendiente y-a,=m-(x-a,) m = 3 =y-1=-——Kx+2)
Candnica Pasa por P = (a,0) y Q = (0, b): % + % =1 Six=0=y = —% ysly=0=x=-5/4=— )(/4 + # =1
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6. POSICION RELATIVA ENTRE RECTAS

Para dar indicaciones o situarnos en un plano,
es habitual utilizar las posiciones relativas de las
rectas.

Dos rectas en el plano pueden ser paralelas si
no tienen puntos en comun, secantes si se cor-
tan en un punto y coincidentes si comparten to-
dos sus puntos.

El rally safari

fisica como la capacidad de concentracién de

competicion.

http://goo.gl/NANLO4

guen a chocar?

Solucién:

6.1 Rectas paralelas y coincidentes

http://goo.gl/QMIL7E

Es una prueba de caracteristicas Unicas y con un reconocido prestigio. El mitico Safari se aparta
del funcionamiento habitual de las pruebas del Mundial de Rallies. Con salida y meta en Nairobi,
su centro neurdlgico, obliga a los participantes a rodar por pistas llenas de tframpas a velocida-
des infernales, castigando al mdximo las mecdnicas y poniendo a prueba tanto la resistencia

los pilotos. En el rally safari, competicion de

automdviles del campeonato del mundo, se producen mds abandonos que en ninguna ofra

Debido a los problemas meteoroldgicos hay
grandes riesgos de choque entre autos y ani-
males. Para intentar evitarlos, dos de los parti-
cipantes trazan en sus caravanas un plano del
recorrido que van a realizar el dia siguiente.

Un participante francés va a salir desde el
punto de coordenadas A (2,1), seguird una

trayectoria recta pasando por el punto B

(-15, 18) hasta que el coche aguante,

La participante espafola saldrd desde el

punto C (5,-1) y con frayectoria recta pasard por un pueblo de coordenadas (-20,24).

Si salen a la mismna hora y van a la misma velocidad, ¢crees que hay posibilidades de que lle-

Se trata de saber si las rectas que definen sus tfrayectorias son incidentes o no (es decir, se cortan
en un punto o no). Para ello, veamos cdmo quedan determinadas ambas rectas.

En el plano dos rectas son paralelas si tienen la misma direccién, es decir, tienen vectores
directores proporcionales, o 1o que es Io mismo, tienen Ia misma pendiente.

Al conjunto de todas las rectas paralelas a una determinada rectar: Ax + By + C= 0, se le deno-
mina haz de rectas paralelas. Las rectas que forman el haz tienen la forma:

Ax+By+k=0dondek€eR

Prohibida su reproduccion



Y TAMBIEN: Sila ecuacion explicita de res y = mx + n, el haz se expresa:

y=mx+k dondekeR.

Il paralelas, misma direccion

i Perpel”dicu'ar Dos rectas paralelas con un punto en comun tienen todos
angulo

los puntos en comun. Son rectas coincidentes.
Condicién de paralelismo

Para saber si dos rectas son paralelas, podemos fijarnos en sus
coeficientes o resolver el sistema de ecuaciones que forman.

Seanr:Ax+By+C=0ys:A'x+ B'y + C' = 0 dos rectas
cualesquiera.

Y TAMBIEN: sA_B_C o rys son paralelas;
A/ BI CI
Las rectas paralelas al eje X A B c
son de la forma: Si R g =rys son coincidentes.

y =k, donde k € R.

Las rectas paralelas af eje Y Si el sistema formado por las ecuaciones de las dos rectas
son de la forma: ! ! P u !

x = k, donde k € R. no tiene solucion (es incompatible), las rectas son paralelas.
Si el sistema tiene infinitas soluciones (sistema compatible
indeterminado), las rectas son coincidentes.

Continuando con el ejemplo de la pagina anterior

Las rectas para el competidor francés y la espanola serian:

; AR 1) C(5,-1)
V= AB=(-17,17) ®1v =D = (-25,25)

http://goo.gl/wvrrkKo

Puesto que las coordenadas de sus vectores directores son
proporcionales y no lo son las del vector (3,2), que va de A
a C, resulta que ambas rectas son paralelas, y por lo tanto no
hay ninguna posibilidad de que choqguen.

S

iz

NS

1. Indica si los siguientes pares de rectas son paralelas:

Las lineas rojas son rectas po- a.  r:-3x+4y-5=0 s:y=2x+3
ralelas, aunque nuestros ojos x-1 y+3
«nos engaren». Es una ilusion b, rit5= =3 s:6x-4y+1=0

Sptica.
Comprensién: Podemos comparar sus vectores directores o sus pendientes

. ara ver si las rectas son paralelas.
Curiosidades del rally P P

) _ Resolucién:
Mdas o menos hasta los anos 3
sesenta el rally se disputaba en a. i, = (B, A) = (-4,-3)= Lapendientederesm, = — yladesesm_=2.
carreteras abiertas al fréfico. 4

Por lo fanto, no son paralelas.
-El Porsche 911 al principio se

iba llamar 901 pero Peugeot
tenia registrados todos los
nUumeros de tres cifras con un
0 en el medio

b. U, =(2,3)y Us = (=B, A) = (4, 6) = Los vectores directores son propor-
cionales y, por lo tanto, las rectas son paralelas.

Comprobacién: Para ver que la solucién es correcta, podemos expresarlas
! en la forma general y comparar los coeficientes, o resolver el sistema de
\_ ecuaciones.
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1. INCIDENCIA

Incidir quiere decir: estar en, pasar por, es lo mismo que decir que estd incluido o
que pertenece pero es mds genérico por cuanfo se puede decir que un punto estd
incluido en una recta pero no se puede decir que una recta estd incluida en un punto,
de forma genérica e indistinftamente podemos decir que un punto incide en una recta
O una recta incide en un punto.

Incidencia de puntos

Un punto P (p,,p, ) perfenece a una recta de ecuacion Ax + By + C = 0, cuando las coorde-
nadas del punto safisfacen la igualdad: Ap, + Bp, + C=0.

Cuando un punto P pertenece a una recta r se dice que r incide en P o0 que r pasa por P.

1. Analizar si los puntos A (3,5) y B (0, 1) perfenecenonoalarectar:x+2y-13=0.
Solucién:
2. SeaA(3,5)=23+2-5-13=34+10-13=0
SeaB(0,1)=20+2-1-13=2-13=-11%0
Portanto: A ErAB ¢r

Incidencia de rectas
Cuando dos rectas ry stienen un punfo comun, se dice que tienen un punto de interseccion.

Para hallar las coordenadas del punto de interseccidn de dos rectas, se resuelve el sistema
formado por las dos ecuaciones de las rectas.

Hallemos el punto de inferseccién de las rectas de ecuacionesr=2x-y-1=0ys=x-y+1=0

/

I

i

! Solucioén:

I 2x-y-1=0

i 1. Formamos el sistema con ambas ecuaciones: _

| x-y+1=0

I 2. Resolvemos el sistema de ecuaciones, por cualquier método ya estudiado

|

| Por igualacion Por reduccién

|

| 2x-1=y Multiplicamos por (-1) la pri-

I —

! x+1=y mera ecuacion

! 2x-1=x+1

! x=2 2x+y+1=0

|

: Sustituyendo x en 1 x-y+1=0

| 2.2-1=y x+2=0,luego x =2

|

I —

' y=3 ~cs=[2 3)

N @y

4 >

8. Dada la recta de ecuacion y = 2x - 5, di cudles de los siguientes puntos son incidentes con ella, 9_

I
|
|
| sin representarla graficamente: A (1,1), B (3,1),C (5,5 y D (1/2,1/3).

|

| 9. Determina el valor de k de modo que el punto (-1,4) pertenezca a la recta 3kx - 5y +1 = 0.
|

|

\

10. Halla, sin representar, los puntos de la recta de ecuacion 2x - 3y = 6 incidentes con los gjes.

AN

Ejemplo 6
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8. RECTAS SECANTES

En el plano, dos rectas son secantes si tienen direcciones distintas, es decir, sus vectores di-
rectores no son proporcionales, o lo que es lo mismo, sus pendientes son diferentes.

Al conjunto de todas las rectas secantes a un punto A = (a,, a,) se le denomina haz de rec-
tas de centro A. La ecuacién de las rectas que forman el haz tiene la forma:

y-a,=m(x-a) dondeme€R
Un caso particular de las rectas secantes son las rectas perpendiculares, que forman un én-
gulo de 90°.

Silasrectasr: Ax+By+C=0ys:A’x+ B’y + C’'= 0 son perpendiculares, sus vectores di-
rectores también lo serdn y su producto escalar se anulard: r L s < i, - i, =0

Si expresamos los vectores directores a partir de las variables de la ecuacion general y desarrollo-
mos el producto escalar, se obtiene que las pendientes de dos rectas perpendiculares cumplen:

R _ _ A
Para: r:Ax+By+C=0m =-+ ) o o
(A ! 'm =-A —> M=o s e gy
s.Ax+By+C,ms——F m "~ B} B A

Condicion de rectas secantes

Para saber si dos rectas son secantes, podemos fijarnos en sus coeficientes o resolver el sistema de
ecuaciones que forman.

Seanr:Ax+By+C=0ys:Ax+ B’y + C’= 0 dos rectas cualesquiera.

. A B
— Si Y las rectas son secantes.
— Sielsistema formado por las ecuaciones de las dos rectas fiene solucién (es compatible),
las rectas son secantes y la solucidn es el punto de corte.

—_————— e =

Y
Indiquemos si los siguientes pares de rectas son secantes; en tal caso, calculemos el punto comun y el haz de rectas con

|
Ll centro en dicho punto: }
o xX-2 +1 =1+t
° K r:-x+2y+5=0 s:y=2x+1 b. r: 2 =y1 S:{;—Zt i
& |
i@l Comprensiéon: En ambos casos compararemos las pen- Punto de corte: (-7/3,-11/3) i
olllen’res de las rectas y, si son secantes, resolveremos el Haz de rectas secantes: y + 11 /3 = m (x + 7/ 3) }
sistema. |
b. g, =@,-Dyds=(Q1,2) |
Resolucion: Las expresamos en forma general y resolvemos el sis- i
< a. i, = (-2,-1) = m, = 1/2, ademas m; = 2. tema: |
3 Como las pendientes son distintas, las rectas son se- x+2y =0 Xt 2y=0 5 x+2y=0 i
o cantes. 2x-y-1=0 2x-y=1 Ax-2y =2 !
2 ) . 5x =2 |
2 Para obtener el punto comun, resolvemos el sistema |
9] : |
© e forman las ecuaciones de las rectas:
g au vact x=2/5 y=-1/5 |
S -X+2y+5=0 X 7 11 5 5 |
a —_— = —_-— = —_—— . -
y=2x+1 3,,\/ 3 Punto de corte: (2/5,-1/5) !
Hozderectas:y+2/5=m(x-1/5) S




Ejemplo 9

9. HACES DE RECTAS

Para determinar una recta necesitamos un punto y un vector director,

Con uno solo de estos elementos |la recta no queda determinada: hay infinitas rectas que

pasan por un punto, asi como infinitas rectas con una direccién dada.

En el primer caso, diremos que las rectas forman un haz de rectas secantes; y en el segundo,

un haz de rectas paralelas.

Rectas paralelas al eje OX
Puesto que la ecuacién del
eje OX esy = 0, cualquier rec-
ta paralela al eje OX tendrd
por ecuacion:

y+k=0,conk €R
El valor de k vendrd determi-
nado por la ordenada de sus
puntos.

Rectas paralelas al eje QY
Puesto que la ecuacion del
eje QY es x = 0, cualquier rec-
ta paralela al eje QY tendrd
por ecuacion:
x+k=0,conkeR
El valor de k vendrd determi-
nado por la abscisa de sus
puntos.

Escribir la ecuacion de larecta paralelaar:x—2y + 3=
0 y que pasa por el punto de coordenadas (—1, 3).

Solucién

La ecuacién del haz de rectas paralelosaresx - 2y + k= 0.

Ecuacién de un haz de rectas secantes

Sea A = (a, a,) el punto por el que pasan todas las rectas del
haz. Este punto se denomina vértice del haz.

La ecuacién de una recta cualquiera que pase por A es:

y-a,=m(x-a)conmé€R
Al variar el valor de m, obtenemos las diferentes rectas que pa-
san por A.

Asi, por ejemplo, la ecuacidn del haz de rectas secantes de vér-
fice el punto A=(-1,5)es

y=5=m(x+1)
Ecuacién de un haz de rectas paralelas
Hemos visto que si Ax + By + C = 0 es la ecuacion general
de la recta r, cualquier recta paralela ha de tener los coefi-

cientes de x e y proporcionales a Ay B, respectivamente. Por
tanto, su ecuacion serad:

aAx + aBy + C" = 0 o, equivalentemente, si dividimos esta
ecuacion por a'y hacemos

Ax+By+k=0,conk€eR

Al variar el valor de k, obtenemos las diferentes rectas paro-
lelas ar.

Asi, por ejemplo, la ecuacién del haz de rectas paralelas a
la recta r:2x —3y+5=0es:

2x—3y+k=0

Si la recta ha de pasar por (—1, 3), debe cumplirse:
—-1-2%x3+4k=0->-74+k=0-k=7

Por tanto, la ecuacién de la recta paralela buscada es:

Prohibida su reproduccion



Y TAMBIEN:

Para calcular el dngulo que
forman dos rectas, usamos la
férmula del producto escalar
o la férmula de la tfangente de
la diferencia de sus dngulos:

u - v =lulivl cos(d, v)

tga-tgp

to(a - B) =
g -P =T gw ep

Podemos utilizar el dngulo en-
fre dos rectas para calcular
los dngulos de un disparo a
porteria:

10. ANGULO ENTRE DOS RECTAS

Dos rectas secantes determinan cuatro dngulos iguales dos
a dos.

El dngulo entre dos rectas es el menor dngulo que determinan y
que coincide con el dngulo que forman sus vectores directores.

Segun la definicidn, si las rectas no son perpendiculares, el
dngulo que forman es agudo. En el caso de que las rectas
sean coincidentes, el dngulo serd de 0°. Para calcular el
dngulo entre dos rectas, podemos hacerlo a partir de sus
vectores directores y de sus pendientes,

Angulo entre dos rectas a partir de sus vectores directores

Si a es el dngulo formado por dos rectas r y s con vectores
directores i y v, respectivamente, se verifica:

u-v

cosa = lcosal =

Idl - VI
Busca informacion en Internet
sobre este problema. hitp:// z . .
900.gl/DOFCMA Angulo entre dos rectas a partir de su pendiente

A

Consideramos ahora las rec- i
tas ry s de la figura. Fijate en
que el adngulo que forman
esd=oa-fyquelas pendien-
tes estdn relacionadas con
el dngulo de la forma

Al calcular el dngulo, toma-
mos valores absolutos porque
buscamos un adngulo agudo.

m=tgaym’' =tgf: 0 >
En este caso: /
B figura 3
g5 = tgla—p) = |52 18P | |-
1+tgatg[3‘ l+mm

e

Calcula el dngulo entre las siguienfes rectas: r:dx -y +2=0ys:y-3=2(x+ 1).

2 |
lo) Comprensién: Buscaremos el dngulo que forman usando los dos métodos estudiados. Para ello, calcularemos los :
g. vectores directores y las pendientes. :
< g Resolucién: El vector director de r es: U,(=B, A) = (1,4). Asi, m_ = 4. i
3] L
‘g La pendiente de s es m_= 2. Asi, un vector director puede ser v, = (1, 2). |
|
° 2 g - vl 1-1+4.2 9 9 I
g Método 1! cosa = = = — o = arc cos = 12031 |
- vl NPe4 JPe22 85 NES !
o] 2 . _ |
S Método 2: g - 4-2 ‘=£—>6=arctg£=12°3l’ :
g 1+4.2 9 9 |
& I
|

Comprobacion: El resultado es correcto, pues con los dos métodos hemos obtenido el mismo resultado.




II. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

La distancia entre dos puntos del plano se define de forma na- Para dividir un segmento AB en
tural como la longitud del segmento que determinan. n partes iguales, los n - 1 puntos

de division (M oM, Mn_l) se
Sin embargo, esta nocién de distancia no es suficiente para obtienen imponiendo:
determinar la que existe entre un punto y una recta o entre dos A - B =1 . n
rectas paralelas, pues, en estos casos, hay infinidad de puntos n

implicados en el cdiculo y deberemos saber cudl escoger.

La disfancia entre dos elementos del plano es la minima distancia
que existe entre sus puntos..

. . yA
Distancia entre dos puntos a=(q,q)

Observa los punfos P = (p,,
p,)y Q=(q, q,) delafigura.
La distancia entre ellos es la

L= B,

longitud de la hipofenusa del Si Py Q son dos puntos del
tridngulo EPQ. Por lo tanto: | i . plano:
0 Py q, X _
N iy e d(P.Q)=IPQl
d(P,Q) — \/(ql _ p1)2 + (q2 _ p2 )2 d(P, Q) =(@ =) +(q% —P)
B figura 5

Simétrico de un punto P respecto de otro punto Q

La distancia entre dos .
puntos Nos servird para
determinar el punto si-
métrico de un punto res-
pecto a otro.

& d(P, Q)= d(P. Q)

d(P/ Q)
P’

En el siguiente enlace encon-
trards un applet de GeoGe-
bra relacionado con el
concepto de punto simétrico:

B figura 6

que pasa por Py Q, tal que: http://links.edebe.com/gdhavy

— Investiga cdmo se ha crea-

d(PQ)=d(P ') Q) do este applet e intenta
crear uno parecido fijaondo

Por Ilcjy ’roPn:ro, Q es el punto medio del segmento determinado ofro elemento del plano,
porPyP'. .

et e

|
|
i
|
El simétrico de P respecto de Q es el punto P’ de la recta r :
|
|
|

Demuestra que el fridingulo de vértices A = (2,-1), B=(7,2) y C = (3, 3) es isésceles.

Comprensién: Calculemos las distancias entre los vértices. Si dos son iguales y otra es diferente, el tridngulo
es isdsceles.

Resolucion: dA B ={(7-2) +(2- (D)’ =V25+9 =34 :
d(A, C)=4(3-2) +(3-(-1) =J1+16 =17 |

d(B.C)=|/(3-7) +(3-2) =16+1 =17

Por lo tanto, el fridngulo es isdsceles.

0
0
o}
3

ko)
o
o}
o
3
3
o}

k)

o)

I9)

o

Comprobacién: Si representamos el friingulo con un programa gréfico, comprobaremos que, efectivamen-
fe, es isdsceles.




Y TAMBIEN: \&? 2. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

Fuente luminosa punfual en

un espejo plano: Segun la definicidn de distancia, entre dos elementos del

. Wnprman . plano, esta debe ser minima. Asi, la distancia entfre un punto
neIgEne  hnguoe ! Angulo e [efeiado y una recta estard relacionada con la perpendicular a esta
incidencia 1 reflexion A
\Oﬂ que pase por el punto:
! - C espejo d (P; r ) =d (P, H )

N
\
\
\

donde H es el pie de la perpendicular de P sobre r.

x
Crosssmdboassa

A, Cy D (punto del rayo refle-
jado) estdn alineados.

=V

B figura 7

e i

Calcula la distancia del punto P = (5, 2) a la recta r que pasa por el punto A = (2, - 3), y tiene vector director i = (1, 4).

Comprensién: Buscaremos un vector normal a la recta ry, a partir de él, hallaremos la recta s perpendicular a la ante-
rior que pase por P. Determinaremos el puntfo de inferseccion de ambas rectas H y aplicaremos la definicién de distan-
cia entre dos puntos: d (P, H).

Resolucién: Escribimos la ecuacién de r en la forma paramétricar

X=2+t
y =-3+4t

El vector director de s debe ser normal a la recta r. Si G = (1,4) es el vector director de r, el vector Vv = (=4, 1) serd un
vector perpendicular; por lo tanto, podemos considerar que es el vector que buscamos.

Escribimos la recta s en su forma general (implicita):

X=5 =y—_2—>x+4y—13=0
4 1

Para calcular H = N s, sustituimos las expresiones de la ecuacion de r en la ecuacion general de s:

2+l‘+4(—3+4l‘)—13:O—>t:£—>H(2+§,—3+4~ ﬁ):(i“_lj
17 17 17 17 17

2 2
Por lo tanto: d(P, r) = d(P,H) = \/(% - 5) +( 41 ) = W17,

A

% YTre

§ El simétrico de P respecto de r es el punto

o P’ tal que: \ o

2 d(PH)=d(P’ H) ,

e} ) ) |

5 T \

£ Por lo tanto, H es el pie de la perpendicu- '
H es el punfo de r que se encuen- PO >
fra a menor distancia de P. lar de P sobre r. 0 . 5(

igura



2. CALCULO DIRECTO DE LA DISTANCIA DE
UN PUNTO A UNA RECTA

Si consideramos el punfo P = (p,, p,) exterior a la recta r de
ecuacion general Ax + By + C = 0, no es necesario calcular
el punto de interseccion entre r y una perpendicular que
pase por P, pues podemos calcular directamente la distan-
cia de P ala recta r a partir de la férmula:

d(P7I’)= |A'D1+B'p2+cl
VA2 + B2

Veamos la demostracion de esta igualdad.

Sea P un punto exterior a la recta, A = (a,, a,) un punto cual-
quiera de la recta ry i = (A B)un vector perpendicular a r.
La distancia de P a r es la minima entre ambos elementos:
d(P,r)=d (P, H) = IPHI Por ser PHA un fridngulo rectdngulo,
se cumple:
cosa = lP_—Hl = |PH| = IPAl - cos o
IPAI

Aplicando la definicion de producto escalar de vectores:

PA - /i = IPAIIAl cos o = COS o = ———

Sustituimos en la primera férmula la expresidon de cos o obte-
nida en la segunda:
dP,r) = IPHI = TFA - 20 _
R4 1Al
(o — &) A+ (p, —ay) -Bl
VA2 + B2

p1 — &, po — @) - (A Bl _
VA2 + B2

_ |Ap, + Bp, - a1A - a,B
VA2 + B2

Como A = (a, a,) Er,enfonces Aa, + Ba,+(C=0 1 C=
-Aa -Ba,

_ |Ap1 + Bp2 + Cl

VA2 + B2

dP,r)

m figura 10

Distancia de un punto a una recta.

En la siguiente pagina web, en-
contrards una gran variedad
de actividades para practicar
y ampliar los conocimientos de
geometria métricar:

http://links.edebe.com/v796

Y TAMBIEN:

Al ser a un dngulo agudo, se
cumplird que cos a > 0y po-
dremos definir el dngulo
como:

>
v}
i

!

cosa =

>
i
s

11. En la siguiente pdgina web encontrards la de-
mostracion de la férmula de la distancia de una
recta a un punto: hitp://links.edebe.com/adj
¢ Qué diferencias hay entre la demostracion que
has estudiado en la unidad y la que se muestra
en esta pdgina?

3

e

12. Dadas las siguientes rectas:

rX-2 =y+2

=) 4

S.X=4+k
7 :

y=k

—Determina |la distancia del punto de corte '
enfrery s conlarecta-4x-y =4, !

Prohibida su reproduccion
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Ejemplo 14

| figura 11

|t}. DISTANCIA ENTRE RECTAS PARALELAS

Dos rectas son paralelas si tienen vectores directores con la
misma direccién. También en ellas se cumple que las pen-
dientes son iguales.

>
X
La distancia entre dos rectas paralelas r y s es la distancia

de un punto cualquiera de una de ellas a la otra recta, es Distancia entre rectas paralelas:
decir: d(s. r)=d(Pr).

rliis>d(rs)=d(Pr)=d(A s),siendoAeroPEs
Si aplicamos la definicién:
|A-p,+B-p,+C|
\JA? + B?
y definimos C' como el término independiente de la recta paralela s, se verifica que C' = - A
p, - Bp,, pues p pertenece a la recta; entonces, podemos escribir:
IC"-C]

4+ B

d(Br) =

d(Pr) =

Calculemos la distancia enfre los rectas r: 2x-y+3 =0y s:4x-2y + 1=0.

Comprensidn: Las rectas ry s son paralelas. Por lo tanto, ftornaremos, por ejemplo, un punto P de s y calcularemos
d(Pr).

Resolucion: Siy=0 - 4x+1=0 - x=-1/4,conlocual P(-1/4,0).

2:(-1/4)-0+3 5 5
V22 4 (<12 25 2

d(rs)=d(Pr)=

Distancia al origen de coordenadas
La distancia de una recta al origen de coordenadas estd dada por:
C
d(O, r) .

A+ B

\
Hallemos la distancia al origen de larecta s =4x-3y-20=0. |
|
|
-20 20 2 |
d(o,r) = 20 20y l
V4 + 37 W16+9 5 |
J
e
| >
i 13. Caleula la distancia entre las siguientes rectas: 14. Halla el valor de k para que la distancia del 2]
| punto P = (3,k) alarectar:-2x + 4y-1=0
i p=X=-3t s x-1 —y+1 sea de 4 unidades.
I

y=1+2t 6 -4



5. LUGARES GEOMETRICOS. MEDIATRIZ DE UN SEGMENTO

Un lugar geométrico es un conjunto de puntos que cumplen una determinada propiedad
geométrica. Por ejemplo, el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un
punto fijo llamado centro es una circunferencia.

Y TAMBIEN:

Cicloide.

Lugar geométrico de las posi-
ciones de un punto de una
circunferencia que rueda.

QD

Epicicloide.

Lugar geométrico de la tro-
yectoria de un punto de una
circunferencia que rueda so-
bre otra circunferencia.

Hipocicloide.
Lugar geométrico descrito
por un punto situado sobre
una circunferencia que rue-
da por el interior de otra cir-
cunferencia.

~)

Si frazas la perpendicular a un segmento AB que pasa por
su punto medio, puedes comprobar con un compds que
todos sus puntos estdn a la misma distancia de A y B. Esta
recta es la mediatriz.

La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos
que equidistan de los extremos del segmento.

Para calcular la mediatriz, existen dos métodos:

B figura 12

‘d(P, A)=d(P,B) Mediatriz

P=xy)

Método 1: Igualamos la expresidn de Y
las distfancias enfre los extremos del @b
segmento y un punto cualquiera. e

Método 2: Hallemos la ecuacién de
la recta perpendicular a AB que
pase por su punto medio. 0

//Colculemos, utilizando los dos métodos, la mediatriz del segmento determinado
por los puntos A= (2,-3)yB=(0, 1).

Comprension: Calcularemos la expresion de la mediatriz primero igualando
la expresion de las distancias a un punto cualquiera del plano, y después
hallando la expresion de la recta perpendicular que pase por el punto me-
dio del segmento.

Resolucién:

Método 1: Todo punto P (X, y ) que pertenezca a la mediatriz cumple:
d(RA)=d(BB)

Desarrollamos analiticamente esta expresion:

JX =224+ (y+32 =x2+(y-12 s (x-22+(y+32 =x2+(y - 12 >

-4x + 8y +12 = 0; si simplificamos: —=x + 2y + 3 =0

Método 2: Buscamos un vector /i perpendicular al segmento por su punto
medio M, y hallemos la expresién de la recta cuyo vector director sea i y
pase por el punto M:

2+0

AB-(2-0-3-1)=(2,-4) 7A=(402 M=( . ,‘32”

) =(1,-1

Por lo tanto, la ecuacidén de la mediatriz es:
x-1 y+1

4

- 2-x-1)=4-(y+1) » -2x+4y+6=0 -

I

I

I

I

I

I

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

I

I

I

I

I

X2 —4x+4+y2+6y+9=x24+y2 -2y +1->-4x+4+6y+9=-2y+1->
I

I

I

I

I

I

I

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

:

: -Xx+2y+3=0
|
I
I
I

Comprobacién: Observemos que con los dos métodos hemos obtenido la

\.misma ecuacion.
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T 6. BISECTRIZ DE UN ANGULO

Bisectriz

Dado un angulo cualquiera, la recta que lo divide en dos
dangulos iguales es la bisectriz.

La bisectriz de un dngulo es el lugar geométrico de los puntos que
0 ' equidistan de las rectas que determinan el dngulo.

Bisectriz de un dngulo.

Recuerda que dos rectas secanfes definen dos angulos
iguales dos a dos y que, por lo tanto, al efectuar los cdalculos
obtendremos dos bisectrices que, como en el caso de la
mediatriz, se pueden calcular de dos formas distintas:

Método 1: Igualar la expresién de las distancias entre un
La igualdad entre dos valores punto, el plano y las rectas que determinan el dngulo.

absolutos equivale a dos op-
ciones, es decir. Método 2: Las bisectrices pasan por el punto de intersec-
cion entre las rectas que definen los dngulos, y sus vectores
directores son la suma y la resta respectivamente de los vec-

tores unitarios de la misma direccién que dichas rectas.

a =b
al —Ibl=>{a:_b

e e e e —

Calcula los bisectrices de lasrectasr: 3x +y-1=0ys:2x-3y+5=0.

Comprensién: Calcularemos la expresion de la bisectriz igualando la expresion de las distancias de las
rectas a un punto cualquiera del plano.

Resolucién:

Ejemplo 16

Un punto P (%, y ) pertenece a las bisectrices si:

Bx+y -1 12x -3y + 5l
V32412 22 + (-3)

dP,r)=d(P,s) =

Como dos rectas determinan cuatro dngulos, para determinar las dos bisectrices deberemos tener en
cuenta los dos signos de las raices del denominador. Asi, si denominamos 1, y 1, alas bisectrices, obfene-
mos dos ecuaciones:

t: V13 (3x+y-1)=-v10(2x - 3y +5)

Si desarrollamos la ecuacidén y extraemos factores de la raiz,
obtenemos las ecuaciones de las dos bisectrices:

yA

Bisectriz 2

t: 3Y13 = 2J10)x + W13 +3V10)y - (W13 +5V10) = 0
ty: (313 + 2410 )x + (/13 -3v10)y - 13 -5J10) = 0 s

Comprobacién: Para comprobar que el resultado es correcto,
podemos utilizar el segundo método y ver que el resultado es el
mismo. Ten en cuenta que para realizar este método deberds
obtener el vector director de cada una de las bisectrices, a par-
fir de la suma y la resta de los vectores directores de las rectas >
secantes. Vil T

Z=v, =g

Bisectriz 1
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7. MATEMATICAS Y TIC'S. GEOGERRA

GeoGebra permite tratar la tigonometria de una forma dindmica. Podemos utilizar las pan-
tallas de Vista Algebraica (Algebra) y Vista Grafica (Graphics). Ademds, con la opcién Des-
lizador (Slider) es posible obtener distintos valores de un dngulo para determinar los valores

de sus razones frigonomeétricas.

Trigonometria

La amplitud de un dngulo (en sentido anti-
horario; es decir, C, B, A) puede obtenerse a
partir de tres puntos que determinan dos
rectas en el plano. Podemos utilizar el icono
< para dibujar los puntos y == para marcar
los segmentos. Al mover los puntos con &l se
observa que el valor del dngulo va variando
segun la nueva amplitud.

En esta imagen se muestran las razones tri-
gonomeétricas de 30°, 45° y 60°. Al mover los
puntos A, By D, G de cada tridngulo se pue-
de observar que el valor de las razones trigo-
nométricas no varia, aungue cambie el ta-
mano del fridngulo.

T . B
CRLO I A R il S e
i ._' s = Lasphits
bk SSEIE R
il s s e
.
s =] - arliminl kg
| ]
-': .-""T'".Il
".\-\. l-_,r \
ot % 0= 1 !
- M= 11 AN - O X P 1 \
.-'-- \“- l.r'r LT 5
-~ "-lll- !
1 i .-"- = T - L
i ] K. -
=1

Para determinar las razones trigonométricas, se sigue este proceso:

—Dibujamos dos puntos, en este caso, A, BY E, F. : 1.4~ - fs
—Dibujamos el tercer punto con la amplitud del dngulo el Bl B 7
que se desee,
—Unimos los tres puntfos para obtener el tridingulo deseado. (I 1 : s I
—Trazamos la perpendicular desde el punto C o G al lado
opuesto del fridngulo para conseguir un fridngulo rec-  * * - pat
tangulo.
—Determinamos el punto de inferseccion de dicha per- - -
pendicular con el lado del tridngulo. - -
—Determinamos el valor de la longitud de los lados. i 2 ov e A T YN R

Para estudiar las razones del dngulo de 90°, puede utilizarse la circunferencia goniométrica.
Al mover el deslizador se obtienen las razones trigonométricas de los dngulos hasta 360°.
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Vectores en el plano
Un vector es un segmento orientado. Tiene mddulo, direccién y sentido.

Con GeoGebra podemos trazar vectores a partir de dos iconos:

— . . :
-'Ef-." ol A B AR ST k t“@'_-'-“,_‘..-_.'u-r-_ KN
[ — g T T n—" -
1 g e s 1 R e A

En la pantalla algebraica aparecen las coor-  También podemos dibujar cualquier recta
denadas de los puntos origen y extremo, sus  paralela a un vector.

componentes y el valor de su mddulo. Al
mover los puntos A y B, se muestran nuevos
vectores con sus correspondientes caracte-
risticas. El sentido del vector viene determi-
nado por el orden en que se clican los pun-

En la ventana algebraica se visualiza la
ecuacion implicita de la recta. Al mover Ay
B, aparecen nuevas rectas paralelas.

tos Ay B.
R R g TR e g
=1 ]
i l i
P
I ' f,,f” o
.f-"": oif o
T = : o
I T T > .-.I'---f--
0 X —-,.-a-’(’)-.——- —
F X
: Lo

Utiliza el programa GeoGebra para resolver las siguientes actividades:

15. Calcula el drea de este fridngulo: #

e
s

=

—_—

[T

16. Con los puntos A (- 2,4), B (1, 6), C(5,0) y D (3, - 8) se forma un cuadrildtero regular.

17. Comprueba grafica y vectorialmente que con los punfos medios de cada lado se forma un pa-
ralelogramo.

-3x+4y =16 ]:y=4

=>M=(04)
2x+3y=12

x=0

18. Determina graficamente la ecuacion explicita de la recta r en cada caso:
a. Pasa por el punto A (2, 0) y tiene como direccién el vector i =(1, 2).
b. Pasa porlos puntos A (4,2)y B (1, 4).

c. Corta a los ejes de coordenadas en los punfos P (0, 5)y Q (2, 0).

,____________________________________________

—Halla las ecuaciones paramétricas, la vectorial y la general de dichas rectas.



Problemas resueltos ©

Halla las ecuaciones de los lados de un tridngulo, conocido uno de sus vértices C = (3, 2) y las ecuaciones de
la alturar: 3x - 2y = -14 y de la mediana s : -3x + 4y = 16, trazadas desde un mismo vértice.

Comprension: Uno de los vértices, por ejemplo B, serd la inferseccion dery s, con lo que ya podemos calcular
el lado BC. Otro lado estard sobre la recta t que pasa por C y es perpendicular a la altura r. Para calcular el
vértice A, hallaremos el punto de interseccién de la recta t con la mediana s; este punto serd el punto medio
entre Cy A.

Datos: Un vértice del tridngulo y la altura y la mediana de ofro vértice.

Resolucién: Intenta resolver el problema tU solo. Para ello oculta la respuesta y sigue estos pasos.

Pasos Respuesta
1. Calculemos la interseccién de las rectas ry s. El 3x+4y =16 y=1
punto obtenido serd el vértice.  3x-2y=-14 xea (™ B=(-4,1)

2. Obtendremos la recta t que pasa por C= (3,2) y

) 2. El vector normal a r es: (3, -2). La pendiente de t
es perpendicular a la altura r: 3x - 2y = -14.

serd: m = -2 / 3. La ecuacidn de la recta que pasa
El vector normal ar: 3x - 2y + 14 = 0 serd el vec- por C serd:
for director de la recta t que buscamos. tiy-2=(2/3)(x-3) > t:2x+3y-12=0

3. Calculemos el punto de intersecciéon de la recta
t con la mediana. La solucién M serd el punto | 3 —3X+4y =16 }=> y=4 }i, M = (0,4)

medio entre Cy A. C 2x+3y=12 X =
4. Calculemos A sabiendo que M es el punto me- 4. Si A= (al,a2), se cumple que:

diode CyA.

. — a+3 a+2

5. La recta calculada t es la ecuacién del lado CA. M =(0,4) = > T

Las otras dos serdn las que pasan por AB y por

BC. 0= a+3

B 2 a = -3
= = A=(-3,6)
g2t 2 a =6

2

Q. Lgrec‘ro que pasaporA=(-3,6) yB=(-4,1) es:
AB=(-1,-B)=lyp=00,5=m=5/1=5 L a
recta en forma explicita es y = 5x + n. Para calcu-
lar n, imponemos que pase por A= (-3,6) 6 =
-15+ n - n = 21 La recta determinada por el
segmento AB esy = 5x + 21.

b. Larecta que pasaporB=(-4,1)yC=(3,2) —»
BC = (7, 1) es el vector director de la recta.

Ecuacién del lado BC: =X ; 4 YT_l
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y problemas propuestos

D Ecuaciones de la recta

1.

Halla:

a. La ecuacién continua de la recta que pasa
por el punto P = (0,- 3) y tfiene como vector
director v = (2,3).

b. La ecuacién paramétrica de la recta que
pasa por los puntos A= (5,-1) yB= (1, 1).

Encuentra un punto y un vector director de las
siguientes rectas:

a p. X=-3+2t
y=-t

b, X-2 —y+1
3 4

C. x=2

Calcula la ecuacién de las rectas que pasan
por los siguientes pares de puntos:

a. P=(1,0)yQ=(0,3)
b. P=(52)yQ=(1,-4)

Calcula las diagonales de la figura ABCDE cu-
yos vértices son A = (-3,3),B=(0,6),C = (4, 4),
D=(2,0)yE=(-20).

Halla la ecuaciéon candnica de la recta que
pasa por el punto A = (1, 3) y es perpendicular a
larectas: 2x + 3y = 0.

Calcula un vector y un punto de las siguientes
rectas:

a. La rectas que forman cada uno de los ejes
de coordenadas.

b. Las rectas que forman las bisectrices del 1.er
y 3.er cuadrante y del 2.do y 4.to cuadrante.

Calcula las ecuaciones de los lados y las medio-
nas del fridngulo cuyos vértices estdn situados en
lospuntosA=(-2,3),B=(4,5)yC=(4,-2).

Por el punfo A = (-3, 4) se tfraza una recta que corta
al gje de abscisas y al eje de ordenadas, de modo
que los segmentos determinados con el origen de
coordenadas tienen la misma longitud. Halla la
ecuacién de dicha recta. Comprueba el resulttado
con un programa de representaciones graficas.

9.

Halla la ecuacién de las siguientes rectas:

(IR o
8 10 12 14

10. Calcula la ecuacién de cada una de las rectas

11.

12.

13.

14.

que determinan la siguiente figura:

A 8w 2w o N

b -
— 1
3

Halla la recta que pasa por el punto P = (2,2) y
forma con los semigjes positivos un tridngulo de
drea 9 unidades.

Los vértices de un fridngulo son A= (-3,6),B=(13,8)
y C = (3,-2). Cdalcula el punto de interseccién entre
la recta r que pasa por Ay es paralela al lado BCy
la recta s que pasa por By es perpendicular ar.

Para regar los drboles de un pargue, se van a co-
locar puntos de riego préximos a ellos. Sitres de los
puntos estardn situadosen A= (2,3),B=(5,-1) y
C = (6,5; -3), ¢es posible unirflos con una Unica tu-
beria recta? Divide el segmento deferminado por
A=(9,1)yB= (15, 3) enftres partes iguales. Indica
las coordenadas de los puntfos de division.

Las diagonales de un rombo se cortan en el
punto Q = (8, 7). La ecuacién general de uno
de los lados es -x+ 2y-16 = 0 y la de una de las
diagonales es 3x + 4y -52 = 0. Halla las coorde-
nadas de los vértices del rombo.



y problemas propuestos

15. Los puntos medios de los lados de un tridngulo
sonM, =(3,7),M,=(12,10) y M, = (7,-3). Halla
los vértices del tridngulo ABC y las ecuaciones
de sus lados en forma paramétrica.

16. Entre las rectas que pasan por A = (0,2), halla
una de modo que A sea el punto medio del seg-
mento de dicha recta comprendido entre las
rectas de ecuaciéon: 5x-y+16 =0y -x+ 3y =-8.

D Posicion relativa de dos rectas

17. Calcula el valor de n para que las siguientes rec-
fasr: 2x-3y+5=0ys:x+3n+1=yn sean
paralelas.

18. Indica la posicién relativa entre los siguientes
pares de rectas. Si son secantes, calcula el pun-
to de inferseccién.

X=2-t X+2 y-3
r: s: ==

y=-1+3t -2 1
b. r:3x-2y+1=0 S:y=-3x+2

C. r:y=-2=-7(x+1) s:7x+y+1=0
. g X=2+t o X=1-2t
' Ty=1+3t

y=-1-t
19. Calcula el valor de k para que las siguientes rectas
sean paralelos: r: 2x-3y+5=0ys: 7x+ky + 2 = 0.

20. En un radar se observa la trayectoria de dos sub-
marinos. Uno de ellos se encuentra en el punto de
coordenadas (2, 5) y se desplaza siguiendo la di-
reccidn del vector u” = (—3,4). La trayectoria del se-
gundo queda determinada por la recta de ecuo-
cién 4x + 3y - 10 = 0. Si confindan avanzando de
forma indefinida, ¢chocardn en algdn momento?

21. En la siguiente pdgina web, encontrards infor-
macién sobre las posiciones relativas de las rec-
tas: http://link s.edebe.com/ugj3a. Explica cémo
detferminar, con ejemplos, la posicion relativa de
dos rectas a partir de sus ecuaciones generales.
Halla el haz de rectas paralelas a la recta de
ecuacion candnica: X + ¥ =1

2 -3

22. Calcula el valor de k para que las siguientes rec-

tas sean perpendiculares: r: 3x — 5y +8 =10

g 2x1 _ y+3
"k 10

23. Halla el haz de rectas que pasa por el punfo
P=(2,-3).

24. Determina el &dngulo que forman las rectas;

po X=-2+2t ;sty+2=-3(x-1)
y=1+t

25.Sean los puntos A = (2,1), B=(0,3) y C = (4,0),
calcula el dngulo que forman las rectas defermi-
nadas por AB y por AC.

26. Determina el dngulo que forman las rectas:

x+1 _y-4 Xx+2 _y+1
3 1 Y )

27. Halla la ecuacién de la recta que pertenece all
haz de rectas determinadas por r: 2x + 3y -5=0
ys:x-y =0,y que pasa por el punto (2, -1).

28. En un billar golpeamos la bola A, que debe gol-
pear ala bola By luego ala C. Considerando los
lados de la mesa como ejes de coordenadas, las
posiciones de las bolas son: A= (9,4),B = (-3,-2)
y C= (-1, 4). ¢Con qué dangulo, respecto a la tra-
yectoria seguida por A cuando golpea a la bola
B debe salir la bola para golpear a la bola C?

29. Dos rectas se cortan en el eje OX, y forman entre
si un dngulo de 45°. La de menor pendiente tiene
por ecuacion x +y - 4 = 0. Calcula la ecuacién
de la ofra recta.

30. Encuentra las coordenadas del ortocentro, punto
en el que se cortan las alturas del fridngulo cuyos
vértices son A= (-4,2),B=(0,6)y C = (6,-4).

31. Dadas lasrectasr:ax+ (a-1) y-2(a+2) =0
y s:3ax-(3a+1)y-(5a+4)=0,calcula:

a. Elvalorde apara que las rectas sean paralelas.

b. El valor de a para que sean perpendiculo-
res. Halla en este caso el punto de corte.

D Distancias

32. Calcula la distancia entre los siguientes pares
de puntos:

a. P=(2,0)yQ=(-7,5)
b. R=(-1,7)yS=(-2,-3)
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y problemas propuestos

33. Halla el punto simétrico de P = (-3, 9) respecto
del punto Q = (2, 3).

34. Caleula la distancia entre el punto P = (3,-5) vy
la recta que pasa por el punfo Q = (0, 2) y es
paralela a la recta de ecuacién y = -2x +6.

35. En una carrera la meta estd situada en el punto
M = (32, 12). Dos parficipantes que estdn situa-
dos en los puntos A = (103, 22) y B = (30, 100)
salen al mismo tiempo hacia ella. Si se dirigen
hacia la meta con la misma velocidad y en linea
recta, ¢cudl llegard primero?

36. Demuestra que los punfos A = (0,9), B=(6,4),C =
(11,10) y D = (5, 15) forman un cuadrado.

37. Sea un cuadrildtero cuyos vértices estan en los
puntosA=(3,3),B=(7,2),C=(6,6)yD=(2,7).
En grupos, debate qué condiciones geométricas
deberian darse para cada uno de los cuadrild-
teros. A continuacién, determina, sin representar
los puntos, de qué cuadrildtero se trata y cudl es
su drea.

38.Halla las coordenadas del punto simétrico de
P = (7, 1) respecto de la recta s, definida por:
x=-3+4+2t
y= 1+t
39. Calcula los vértices y el area del friingulo formao-
do por las siguientes rectas:
r:2x+3y=3
s:b6x-y=-21
t:-2x+ 7y =-13

40. Calcula los vértices y el drea del poligono deter-
minado por las rectas:

r:y=2x-1 s:2x-y+3=0

-2x
t:2x+3y+3=0 u:y=?+3

¢De qué poligono se frata?
41, Calcula los vértices del cuadrado en el que

uno de los lados viene defterminado por los
punfos A= (3,5)y B = (9, 2).

42.Halla un punfo de la recta -3x + 5y = 1 que
equidiste de los puntos P = (-1,3) y Q = (5, 1).

43. Las ecuaciones de dos lados de un cuadrado
son-x+2y=1;-x+ 2y =-14.

Halla los vértices y las ecuaciones de los otros
dos lados, sabiendo que el punto Q (-1, -5) esta
en uno de los lados de este cuadrado.

44.La recta r tiene como abscisa en el origen -3 y
como ordenada en el origen 2. Calcula la dis-
fancia del punto C (5, 1) a dicha recta. Luego,
encuentra la ecuacion de la recta s que siendo
paralela a r tiene por ordenada en el origen 6.

45, Resuelve:

a. Indica el camino que debe seguir una bola
de billar situada en el punto de coordenadas
A = (-1, 7) para llegar al punto P = (7, 15)
después de rebotar en una de las bandas de
ecuaciéon -x + 2y =5.

b. Un ciclista se encuentraenelpunto A= (3,7)y
quiere llegar al punto B = (18, 5) pasando pre-
viamente por el eje OX. ¢(Qué recorrido debe
realizar para que la distancia total del trayecto
sea minima?

46. Calcula cudl es el drea del cuadrildtero de vértices.

A=(-3,-1),B=(2,—4),C=(4,3)yD=(-1,2).

Recomendacidn: Considera los tridngulos ABD y
BCD.

47. Dado el cuadrado de vértices A= (1, 3), B=(5,-1),
C=(9,3)yD=(5,7), se construye el friiingulo equil&-
tero ABE. Sea P el punto de interseccién de las rec-
tas determinadas por ACy BE, y F el punto simétrico
de P respecto de la recta DC. Demuestra:

a. Elfridngulo CEF es equildtero.

b. Eltfridngulo DEF es rectdngulo e isdsceles.
c. Eltridngulo BDF es isdsceles.
d.

El fridngulo PDF es equildtero

B Lugares geométricos

48. Caleula el lugar geométrico de los puntos del plo-
no que equidistan 3 unidades del punfo P = (2, -3).

49. Calcula la mediatriz del segmento determinado
por los puntos A = (2,0) y B= (-1, 4).



y problemas propuestos

50. Calcula las bisectrices de lasrectasr:y =-x-1
ys:x-y=-2.2

51. Un punto se mueve de tal manera que su distan-
cia al gje Y disminuida en 2 unidades es siem-
pre igual al triple de su distancia al eje X. Halla la
ecuacién de su lugar geométrico.

52. Halla el lugar geométrico de los puntos del pla-
no que forman un fridngulo isdsceles que tiene
una base determinada por los punfos A = (6, -2)
y B = (-1, 3).

53.Halla el lugar geométrico de los puntos del pla-
no que equidista del punfo P = (-1, 1) y de la
rectar:x+y+1=0.

54. Halla el lugar geométrico de los puntos del pla-
no que equidista del punto P = (-1, 1) y de la
rectar:x+y+1=0.

55. Calcula el incentro (punto donde se cortan las
bisectrices) del tridngulo determinado por los
punfos A=(-7,-3),B=(0,4)yC=(5,-1).

56. Calcula el circuncentro (punto donde se cortan
las mediatrices) del tridngulo determinado por la
recta 3x - 4y = 12 y los puntos de interseccién de
dicha recta con los ejes de coordenadas.

57. ¢Cudl es el lugar geométrico de los puntos del
plano cuyo producto de distancias a los puntos
A=(2,6)yB=(1,-2) es 1 unidad?

58. Los vértices de un tridngulo se sitian en los pun-
tos A = (5, 10), B = (-3,2) y C = (11, 4). Halla el
punto de interseccién de la bisectriz del dngulo C
y el lado AB.

59. Halla el lugar geométrico de los puntos del pla-
no que equidistan de lasrectas: r: 2x-y+5=10
ys:2x-y+1=0

60. Halla el lugar geométrico del punfo Q = (x,y) que se
mueve de tal manera que la pendiente de la recta
que lo une con el punto A = (0, 4) es 14 de la pen-
diente de la recta que lo une con B = (2, 1).

61. Halla la ecuacion de la recta de pendienfe m =%,
que forma con los ejes de coordenadas un tridn-
gulo de 16 unidades de drea.

62. Encuentra un punto que equidiste de las rectas
a:bx+y-26=0,b:x+y=1c:-x+y=>5

yA

a:6x+y =26

63. Determina la ecuacién de la linea que pasa por
(-2,3) y es perpendicularalalinea 2x-3y + 6 =0

64.Una recta r pasa por el punfo A (-2, 3) y un vec-
for director es u” (-2, 5). Determina su ecuacion
en todas las formas que conozcas.

65. Halla un punto de la recta -3x 4+ 5y = 1 que equi-
diste de los puntos P =(-1,3) yQ= (5, 1).

66. Dado el cuadrildtero ABCD, donde:
A=(1,0),B=(6,2),C=(0,6)yD=(-10,2):

a. (Qué tipo de cuadrildtero es?
b. Calcula su drea.

c. Halla el simétrico del punto D respecto de Ia
recta determinada por el segmento AB.

67. Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el
punto (4, 2) y es paralela ala recta2x-3y+4=0

68. Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por
el punto (4, -4) y es perpendicular a la recta
que pasa por los puntos A (2,3) y B (6, -1).

69. Halla la ecuacién de la mediana que pasa por el
vértice A del fridngulo cuyos vértices son A (2, 3),
B(5,7)yC(-3,4)

70. Encuentra la ecuacién general de la mediatriz
que pasa por el lado AB, en el tridngulo cuyos
vértices son A (4,1), B (2,-3) y C (-3,-5)
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71. Dos de los vértices de un tridngulo son los puntos
A= (-1,2) y B= (5, 3). Halla la ecuacion del lugar
geométrico del tercer vértice C = (%, y), que se mue-
ve de fal manera que la pendiente del lado AC es
siempre el friple de la pendiente del lado BC

72. La ecuacién implicita de una recta es 4x +5y -3 =0.
Escribe la ecuaciéon de esta recta en forma conti-
nua, punto-pendiente, explicita, vectorial y paramé-
trica razonando las respuestas.

73. Dos de los vértices de un tridngulo son los puntos
A=(-1,2)yB= (5, 3). Halla la ecuacion del lugar
geométrico deltercer vértice C = (x,y ). que se mue-
ve de fal manera que la pendiente del lado AC es
siempre el friple de la pendiente del lado BC.

74. Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por el
punto A (1,-2) distan 2 unidades del punto B (3,1).

75. Encuentra las coordenadas del ortocentro, punto
en el que se cortan las alturas del tridngulo cuyos
vértices son A= (-4,2),B=(0,6) y C = (6,-4).

76. Divide el segmento determinado por A = (9, 1)
y B = (15, 3) en fres partes iguales. Indica las
coordenadas de los puntos de division.

77. Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta
que pasa por el punto A (3,-1) y es paralela a la
recta:

x=2-3t
y=4+t

S:

78.Halla las ecuaciones paramétricas de la recta
que pasa por los puntos P (1,-2)y Q (-1, 4).

79. Halla las ecuaciones de todas las rectas que pa-
sen por el punto P (2,-3) y formen un angulo de
452 conlarecta 3x-4y +7 = 0.

80. Halla la ecuacién de una recta que forma un
dngulo de 1202 con el semieje de abscisas posi-
tivo y que dista 2 unidades del origen.

81. Calcula la distancia entre el punto P (4, -1) y la
recta que pasa por el punto A (2, 3) con pen-
dienfe de 13

82. Halla las ecuaciones de las bisectrices de los
dangulos que forma la recta 5x + 12y - 60 = 0
con el eje de ordenadas. Calcula los vértices,
lados y area del fridngulo DEF,

83. Dado eltridngulo ABC donde A=(-2,-4),B=(2,-1)
y C=(-1,5), calcula:

a. La mediatriz del lado AB
La altura desde el vértice C.
La mediana desde el vértice B.

El punto simétrico de C respecto del lado AB

© o 0 O

El drea del trigngulo.

84.Determina la posicion relativa de las rectas
rmx+y=mys:x+ my=msegun el valor
del parédmetro m.

85. Calcula la distancia del punto (5,2) a la recta
2x-4y+3=0.

86. Calcula la distancia entre el punfo A (—=2,1) y la
recta que pasa por los puntos B (5,4) y C (2, 3)

87. Halla la ecuacién de la mediatriz del segmento
determinado por los puntos A (1,-2) y B (3,0).
Halla, también, el dngulo que forma esta me-
diatriz con el eje de abscisas.

88. Calcula el valor de a para que r: 2x +ay =3y

s: 3x + 5y = 1 sean rectas paralelas.

89. Dado el tridngulo de vértices los puntos A= (1, 1),
B=(-3,5)yC=(-1,-2), calcula la ecuacién de:

a. Larecta que pasa por Ay es paralela al lado
BC.

b. La mediana que parte de B.

c. La altura que parte de C.

Q0. Encuentra la distancia entre las rectas paralelas
a 9x+16y+72=0y9x+16y-75=0
b. x+2y+2=0y2x+4y-3=0

91. Por el punto A = (1, 6) trazamos la perpendicular

alarectar: 2x +y - 2 = 0. Halla un punto de esta
perpendicular que equidiste de Ay de la rectar.



y problemas propuestos

92. Estudia la posicidon relativa de cada uno de los
siguientes pares de rectas:

93.Calcula k para que la distancia entre las rec-
fasr: —3x+2y=0ys: —=3x+ 2y + k=0sea 3
unidades.

94, Determina el dngulo que forman los siguientes
pares de rectas:

a rix-y-3=0,s:x-3y-5=0

b. r:y+3=%(x...1),s:y=x+2

95. Calcula el drea del tridngulo que determinan
larectax -2y + 8 =0y los ejes coordenados.

96. Determina la mediatriz del segmento que tiene
por extremos A (1,2) y B (3, -1).

97. Dos lados de un paralelogramo estdn sobre las
rectasr:x+y-1=0ys:x-2y-5=0.Unode
sus vértices es el punfo A (1, -1). Halla los ofros
vérfices.

98. Los puntos A (-2, -2) v B (1, 4) son vértices de un
fridngulo rectdngulo en A. Determina el fercer vérti-
ce que estd situado sobre larectfax+y-1=0.

99. En el fridngulo de vértices A(2, -3), B(-1,4) y C(0, 5)
calcula:

a. la altura correspondiente al vértice C,
b. la ecuacién de la mediatriz del lado AB,
C. sudrea
100. Averigua el valor del pardmetro m para que las

rectosr:—x+my—3=0ys:mx—4y+ 2 =0sean
paralelas.

101. Determina la ecuacién de la recta que pasa por
(-2,3) y es perpendicular alarecta 2x-3y+6=0

102. Halla la ecuacién de la altura que pasa por el
vértice C del tridngulo cuyos vértices son A(2, 3),
B(57)yC(=3,4)

103.Dados los puntos P = (2,0) yQ = (—=1,3) y la
rectar: 2x —y + 3 =0, calcula:

a. d(P Q) b. d(Pr) c. d(Qr)

104.Determina m paraquer: —mx+y —10 =0y s:
x + 2y — 3 = 0 formen un dngulo de 60°.

105. Halla el lugar geométrico que describird el pun-
to E en la siguiente figura, si el drea del trapecio
AOBE es de 14 u*:

106.La recta r tiene como abscisa en el origen -3 y
como ordenada en el origen 2. Calcula la dis-
fancia del punto C (5, 1) a dicha recta. Luego,
encuentra la ecuacién de la recta s que siendo
paralela ar fiene por ordenada en el origen 6.

107. Determina los valores de r para que las rectas
r,yr,deecuaciones (1-r)x-10y+3=0 y
(m+2)x+4y-11m-18 = 0 sean:

a. perpendiculares
b. paralelas
c. coincidentes
108.Calcula los puntos de la recta 7x -y - 28 = 0

que distan cinco unidades de longitud de la
recta 3x -4y -12 = 0.
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109.Un cuadrado tiene un vértice en el punto (0,7)
y una de sus diagonales sobre la recta de ecua-
cién 3x - 2y - 6 = 0. Encuentra el drea.

110. Una recta pasa por el punto A (—1, 2) y tiene
por vector director v = 2i +3j.

a. Calcula gréficamente las coordenadas
de otfros dos puntos de la recta.

b. Calcula la pendiente de la recta.

c. Determina la ecuacién de la recta.

111. Caleula la ecuaciéon de la recta que pasa por el
punto A (=3, 3) y fiene por vector directorv=1i-2j

112. Halla el drea y los dngulos del cuadrildtero de
vértices A (0,3), B (3,8), C (8,6), D (8,2).

113.Determina el valor de p, de forma tal que
x-y-1=0 vy (p—1)x+py+ 10 =0 sean
perpendiculares.

114. Dados los puntos A (3,5), B (7,-1),C (-4,4) y D (0,
-2). ¢EsAB// CD?

115. Calculalos vértices Cy D y el drea del frapecio rec-
tédngulo ABCD cuyo lado oblicuo es CD. Se sabe
que A=(1,2),B=(-1,7)ylaecuacion de larecta
CDesx+y-1=0.Los puntos A (3,-2) yC (7,4) son
vértices opuestos de un rectéingulo ABCD, el cual
fiene un lado paralelo alarecta 6x-y + 2 =0.

116. Halla las coordenadas de los otros dos vértices
del rectédngulo y las ecuaciones de sus lados.

117. Halla las coordenadas del simétrico del punto
P (0,6) respecto de la rectay = 2x - 3.

118. Los puntos A (2,-1) y C (3, 6) son vértices opues-
tos de un rectdngulo ABCD. Sabiendo que B
estd en la recta de ecuacién x + 4y = 0, halla
las coordenadas de los vértices By D.

(Recomendacién: basta hallar los puntos P sobre
la recta tales que PA y PC son perpendiculares).

119. Dado el fridngulo de vértices A= (-2,3),B=(2,5)
y C=(2,-1), demuestra que los pies de la perpen-
dicular desde el punto Q = (4, 3) a los lados del
fridngulo estan alineados.

B Mdas a fondo

120. Determina el drea del paralelogramo ABCD, so-
biendo que la ecuacién del lado AB es x - 2y = 0,
la ecuacion dellado AD es 3x+y =0y las coorde-
nadas del punto C son (3, 5). Razona la respuesta.

121. Larecta 4x - 3y = 12 es la mediatriz del segmen-
to AB. Halla las coordenadas del punto B, so-
biendo que las del punto A son (1,0).

122.Relaciona la recta determinada en cada uno
de los siguientes casos con su ecuacion:
a. Pasa por el punfo A (5, 3) y tiene pendiente —2.
b. Pasa porlos puntos A (5,-2) y B (3, 2).

c. Forma un dngulo de 45° con el sentido positi-
VO del gje de albscisas.

d. Pasa por el punto A (5,-11) y tiene por vector
directorv=(-2,4).

e y=-2x-1 e y=-2x+13

y=-2x+8 °c y=x+4

123. Los puntos B (-1, 3) y C (3, -3) son los vértices de un
fridingulo isdsceles que tiene el tercer vértice A en
la recta x + 2y =15, siendo AB y AC los lados igua-
les. Calcula las coordenadas de A y las ecuacio-
nes y las longitudes de las tres alturas del tridngulo.

124.Dados los puntos A (4,-2) y B 10,0), halla el
punto de la bisectriz del 2° y 4° cuadrantes que
equidista de ambos puntos

125.Dados los puntos A (2,1), B (-3,5) y C (4, m), cal-
cula el valor de m para que el trigngulo ABC
tenga de drea 6.

126.Dados los puntos A (0, -1) y B (1, 2), halla las
coordenadas de todos los puntos P situados so-
bre larectax +y = 2 tales que las rectas PAy PB
sean perpendiculares.



y problemas propuestos

127. Calcula las coordenadas de un punto P situado
sobre larectax +y - 15 = 0 que equidiste de las
rectoasy-2=0,3y =4x-6.

128. Averigua cudles de las siguientes parejas de
rectas pueden contener dos medianas de un
fridngulo equildtero:

a 2+V3)x+y-1=0 x-y-3=0

b, x+2y-1=0 2x-y+4=0

129. Determina las longitudes de los lados y los an-
gulos del tridngulo cuyos lados se encuentran
sobre las rectas 2x +y =2,5x+ 2y =10y el gje
de ordenadas.

130. Un hexdgono regular tiene su centfro en el origen
de coordenadas y uno de sus lados sobre la rec-
ta de ecuacién V2 x +y -3 = 0. Calcula su drea.

131. Un hexdgono regular tiene su centro en el ori-
gen de coordenadas y uno de sus vértices es
(6, 0). Halla las coordenadas de los demds
vértices y las ecuaciones de sus lados.

132.Lasrectasmx+y =0y V3x- y =1 son medianas
de un tridngulo equildtero de lado 2. Encuentra
las coordenadas de sus vértices.

133.Un rayo de luz r pasa por el punto de coordena-
das (1, 2) e incide sobre el eje de abscisas for-
mando con este un dngulo de 135°. Suponien-
do que sobre el gje de abscisas se encuentra un
espejo, halla la ecuacién del rayo r y del rayo
reflejado en el espejo.

134. Por el punto A (-2, 3) se trazan dos rectas perpen-
diculares a las bisectrices del primer cuadrante
y del segundo cuadrante. Halla las ecuaciones
de dichas rectas y las coordenadas de los vérti-
ces del tridngulo formado por esas dos rectas y
la recta de ecuacion x - 4y = 5.

135. Calcula la distancia entre las rectas r y s, siendo
rx+3y+1=0ys:x+3y—2=0.

136.Sea el tridngulo de vértices A (4, 2), B (13, 5)
y C (6, 6).

a. Halla la ecuacién de la altura que pasa por
el vértice C.

b. Calcula lalongitud de los dos segmentos en
que la altura anterior corta al lado AB.

137. Calcula k para que la distancia entre las rec-
fasr:-3x +2y=0ys:-3x+ 2y + k=0sea 3
unidades.

138. Indica la posicion relativa de las rectas ry s en
cada uno de los casos siguientes:

a 1n2x-3y+4=0;s:x+3y+2=0
b. nmx-y+2=0;s:2x+2y-1=0
C. r:%=y%3;s:y=2x-4

139. Calcula las coordenadas del punto intersec-
cion de ry s en los siguienfes casos:

Q. r1:2x-4y=75;s:3x- 6y =-2

x=2+43k
y=-1+4k

b. r ;:3x+2y=1

140. Determina el coseno del dngulo que forman las
rectas r y s cuyas ecuaciones son las siguientes:

r:x-4=L-|2'3 y s:x-1%4

141. Halla la ecuacién de las siguientes rectas:

a. Pasa por el punto A (1, 3) y es paralela a la
recta de ecuacion 3x-y + 5 =0.

b. Pasa por el punto B (7, -3) y es perpendicu-
lar a la recta de ecuacién 3x + 6y - 2 = 0.

142. Halla las coordenadas del punto de corte de
las siguientes rectas y representa gréficamente:;

a 2x +y=1
b. x+y=4
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Ejercicios

Y TAMB‘EN G‘! 143.Los puntos P, Q y R son vértices de un fridngulo.

. Determina en cada caso si es equildtero, isds-

Debido a la precaria salud que padecia desde celes o escaleno.
nino, René Descartes tenia que pasar |nnumeroble§ a. P(-1,5),Q(0,-4), R (8,4)
horas en cama. Aprovechaba para pensar en fi-
losofia, matemdticas, divagar e incluso se permitia

perder el tiempo pensando en las Musaranas.

P (4,0),Q(-3,4),R(-3,-4)
P (-2,-1),Q (3,2),R(5-5)
P(-5,3),Q(6,6),R(-3,-1)
P(-1,3),Q(6,-2),R (3, 6)

Teniendo su vista perdida en el techo de la estancia
fue una mosca a cruzarse en su Mirada, cosa que
hizo que la siguiera con la vista durante un buen
rafo, mientras pensaba y se preguntaba si se podria
determinar a cada instante la posicidén que fendria
el insecto, por lo que pensd que si se conociese la 144. Calcula el perimetro de un cuadrildtero cuyos
distancia a dos superficies perpendiculares, en este vértices son:

caso la pared y el fecho, se podria salber.

© o O T

a A(4,1),B(1,4),C(-2,1),D(1,-2)

Mientras le daba vueltas a esto se levantd de la

cama y agarrando un frozo de papel dibujd sobre b. A(8-1)B(7,4),C(-3,2),D(2,-3)

él dos rectas perpendiculares: cualquier punto de la c. A(4,2),B(-2,6),C(-8,2),D (-2,-2)

hoja quedaba deferminado por su distancia a los

dos gjes. A estas distancias las llamdé coordenadas d A(42),B(-1,2),C(4-2),D(7,-2)

del punto: acababan de nacer las Coordenadas e. A(5,-2),B(4,3)C(-2,5),D (5,-2)

Cartesianas, y con ellas, la Geometria Analitica.

Extrido de: hitp://goo.gl/usVaML

145.En los tres tridingulos siguientes averigua si son
acutdngulos, recténgulos u obtusdngulos por
dos procedimientos distintfos: mediante las lon-
gitudes de los lados y mediante los productos
escalares de los vectores que forman los lados:

A(2,0),B(1,5),C(3,3)
A(2,0),B(6,2V3),C(2+V3,-2)
A (3,-1),B(3,3),C (0, 6)

146.En el siguiente grdfico del rombo, indica la
longitud de sus lados, sus dngulos internos y su

area.
y A
Q
7
4 P R
1 .S

ol




y problemas propuestos

147. Dados los puntos A= (2, 1), B=(0,-3)y C=(3,-2): 2
a. Calcula el simétrico de A respecto de B.

b. Calcula el simétrico de C respecto de la rec-
fa determinada por Ay B.

c. (Qué tipo de cuadrildtero forman los puntos A,
By C con este Ultimo punto? Calcula su drea.

148. Se considera la familia de rectas:
mx+(m-1)y+(m+2)=0siendo m un ndmero real.

a. Determina el punto comun de todas las rectas
de la familio.

b. Halla la recta que pase por el punto P =(1, 2).

c. Encuentra la recta de esta familia que es para-
lelaarx-3y+1=0.

149.Un rayo luminoso parte del punfo A = (3,4) y
se refleja sobre la recta -x +y = -3 en el punto
C = (11, 8). Halla la ecuacidn del rayo reflejado.

150. Dadas lasrectasr: 5x+ 4y =30, s:-4x + 5y = 17.

a. Demuestra que r y s son perpendiculares y
calcula el punto de interseccién M.

b. Siry s son las diagonales de un rombo, cal-
cula sus vértices sabiendo que la diagonal
mayor vale 2V 164 unidadesy la menor, V41

c. Halla las ecuaciones de sus lados:

151. Calcula la distancia entre los puntos P (-5,6);
Q (3-7) y R (-8.-12), e indica la figura plana
que representa.

152.Halla las ecuaciones de los lados de un tridn-
gulo isésceles ABC, sabiendo que su lado des-
igual tiene como extremos los puntos A = (2, -2)
y B =(7,3),y que su tercer vértice C es un punto
de la bisectriz del primer cuadrante.

183. Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por
el punto P = (-1, 2) y forman un dngulo de 30° con
larectax+y=0.

154.La recta de Euler de un tridngulo es la que une
el orfocentro, el circuncentro y el baricentro del
tridngulo. Encuentra estos puntos en el fridngu-
lo de vértices A =(7,1), B=(1,-1)y C = (-2, 3).
Comprueba gue estdn alineados y escribe la
ecuacién de la recta de Euler.

165.Dos lados r: - 5x + 14y - 179 =0,s: 7x-4y + 79 =0,
y una diagonal t: x + 5y = 50 parten de un mismo
vértice de un paralelogramo. El punto de inter-
seccion de las diagonales estd en el eje OV. En-
cuentra los vértices y las ecuaciones de los otros
dos lados.

156. Halla la ecuacién del conjunto de puntos que
equidistan ocho unidades del punto P ( 4,3).
Grafica la figura

157. Determina la abscisa y la ordenada al origen, de
la recta que pasa por los puntos (-3, -1) y (5, 3). Ob-
tén la forma general y la simétrica de la recta.

158. Los vértices de un cuadrildtero son: A (-2, 1), B (2,5),
C(9,6)yD (7 2). Determina el perimetroy el drea.

Trapezoides Trapecios

Sin lados paralelos 2 lados paralelos

Cuadrados
-4 lados iguales
- 4 &dgulos rectos

Paralelogramos

lados paralelos dos a dos

7 p¥
i R 4
Rectdngulos Rombos

- Lados iguales dos a dos - 4 lados iguales
- 4 Adngulos rectos - Angulos iguales dos

a dos
L/ p™
™ P
Romboides
- Lados y dngulos iguales
dos a dos.
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159.Halla todos los puntos que se muestran en el
siguiente pentdgono y calcula su drea aproxi-
mando los valores a las décimas:

0=(0,0),B=(8,0),C=(10,57,6),D = (4;12,3),
E (-2,5;7,6),F=(4;5,5) H=(0,8; 10), G = (7,2; 10).
Area110,1 u?

160. Los vértices de un frigngulo son; A (-1, 3), B (3, 5)
y C(7,-1).Si D es el punto medio del lado ABy E
del lado BC, demuestra que la longitud del seg-
mentfo (DE) es la mitad de la longitud del lado
(AC).

AC=4,472u

161. Se sabe que P (1,1) y Q (3,5), son los vértices
de un paralelogramo y que R fiene como abs-
cisa 11, {Cudles serdn las coordenadas del
punto S?, ¢y la ordenada de R?

S(9,1) yR (11, 5).

162.8i A (-2,-1) y C (5,-2), son los vértices de un
fridngulo isésceles, ¢cudles serdn las coorde-
nadas del vértice B?

Demuestra que los puntos A (-5,0); B (0,2) y C
(0,-2), son los vértices de un tridngulo isdsceles
y calcula el perimetro y el drea. AB = 5.385 u;
AC =5.385u; CB =4; p=14.770 uy A=10 u?.

163. Demuestra que los puntos A (0,0); B (3,4); C (8,4)
y D (5,0), son los vértices de un rombo 'y, calcula el
perimetro y el drea.

AB=BC=DC= AD=5u;p=20uy A=20u>

164.Demuestra que los cuatro puntos (2,2); (5,6);
(9,9) y (6,5) son vértices de un rombo y que
sus diagonales son perpendiculares y se cor-
tfan en su punto medio.

165.Halla el perimetro y el drea del cuadrildtero
cuyos veértices son; P (-3,-1); R (0,3); S(3,4) y
T (4,-1).

p =20.261uyA=22 u?

166.Los vértices de un tridngulo son los puntos
A(2,-2); B(-1,4) y; C (4,5). Calcula los an-
gulos de inclinacién de los lados del A ABC,
el perimetro y el drea.

74° 03’17 ; 116 ° 33'54” ; 11° 18°36" ;
p=19,087 u; A= 16,5u?




P : p

Vectorial: X=a+ki,k ER
=a, +ku
Paramética:  r: 1 L donde k eR
y=a,+ku,
i . X-a, _y-a,
Punfo: A= (a, a,) confinua: Uy u,
Vector director:
b=, ) General. Ax+By+C=0
= V10 2
Pendiente: m =u, /u A=u;B=-u;C=-ua +ua,
— (A, B) vector normal
Explicita: y=mx+n

Punto pendiente;y -a, =m(x-a,)

UZ
n=—2a, +a,
u1

"

X
Canénica:  P=(a,0),Q=(0,b)€Er: 7+%=1
A =£=£ coincidentes
A B C
r:Ax+By+C=0 A =£¢£’ paralelas cosa = 7u,-uf
s:AX+By+C'=0 A B C ARLA

A B
— = — secantes
A B

|Ap, +Bp, +Cl
riAx+By+C=0; P=(p,, p,) —d(r, P) = ——=——
VA2 + B2

r||s; d(xs)=d(As)=d(5B) donde AeE;BEs

Mediatriz de AB ; {Ptalqued(BA)=d (B B)}
Bisectrizder ys ; {Ptalqued(Br)=d(PBs)}

— Disancias ——— P=(p,p,). Q=(9,,9) ~dP.Q = (6, -p,)+(q,~p,P
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Y Para finalizar

o Halla la ecuacion de la recta que pasa por el
punto A = (2, -3) y tiene como vector director
u'= (2, —5) en fodas sus formas posibles.

Dado el cuadriléatero ABCD, donde A = (1, 0),
B=(6,2),C=(0,6)yD=(-10,2):

a. ¢{Qué tipo de cuadrilatero es?

b. Calcula su drea.

c. Halla el simétrico del punto D respecto de
la recta determinada por el segmento AB.

OCaIcuIa las ecuaciones determinadas
por los segmentos de la siguiente figura.
(Cada ecuaciéon debe ser dada de una
forma distinta).

B

1 1 1 1 1
5 -4 -3 -2 -1 0
)

e Dado el frigngulo de vértices A = (-2, 3),
B=(2,5)yC=(2,-1), demuestra que los
pies de la perpendicular desde el punto
Q = (4, 3) a los lados del fringulo estan
alineados.

Reflexiona y autoevaldate en tu cuaderno:

* Trabaqjo personal

¢Cémo ha sido mi actitud
frente al frabagjo?

¢He cumplido
mis tareas?

* Escribe |la opinién de tu familia.

¢Qué aprendi en esta
unidad temdtica?

Se considera la recta r: ax + by + 2 = 0.
Determina ay b para que dicha recta sea
paralela alarecta s: 2x - 3y = 9 y diste 3
unidades del origen de coordenadas.

@ Dado el tridngulo de vértices A = (- 4,
2),B=(-1,6)yC=(3,-2), calcula:

a. La ecuacion candnica de la recta
determinada por el segmento BC.

b. La altura que parte del vértice A.

c. La mediana que parte del vértice B,
en forma paramétrica.

d. El drea del fridngulo.
e. El dngulo ACB.

a Desde el punto A = (1, 5) parte un
rayo luminoso que se refleja en la
rectar: -3x + 7y = -5 y, después de
la reflexion, llega al punto B = (8, 8).
,En qué punto de la recta r deberd
reflejarse el rayo?

QCaIcula la longitud de los lados y el
drea del fridngulo DEF, dada la ecua-
cién de la recta: y= %X + 5, que pasa

por los puntos B ,D, y E.
y i

HNWJ}&,“@\IM

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

* Trabajo en equipo

¢He compartido con mis
companeros y companeras?

He respetado las opiniones
de los demds?

* Pide a tu profesor o profesora sugeren-
cias para mejorar y escribelas.




ZONA

FUNCIONES Y LIMITES
| ENETEN

Euclides, el padre
de la geometria

Euclides (325 a. C. 265 a. C.) fue un
matemdtico y gedmetra griego,
autor de la obra Los elementos en
la que describe de manera formal
el estudio de elementos del plano,
resumidos en cinco postulados. En
ella aparece la primera definiciéon
de la linea recta: «Es aquella que
yace por igual respecto de los pun-
tos que estdn en ellan.

Arquitecto

Disenaria proyectos arquitecténi-
COSs novedosos, que embellezcan
mi ciudad, a través de la forma, el
color, la luz, efc.

Trabajaria con vectores en las su-
perficies regladas.

También podria ayudar a mi fa-
milia, asesordndoles a la hora
de construir o remodelar sus vi-
viendas o negocios, asi como
obtener permisos y licencias para
hacer sus obras.

Pero para ser un buen arquitecto
me propongo estudiar mucho,
sobre fodo comprender y cono-
cer muy bien todo lo relacionado
con las matemdticas y especial-
mente con esta unidad.

¢ Imposible?
«Dos rectas paralelas se cortan en el infinito»

Esta polémica afirmacién corresponde al matemdtico e ingeniero francés
Jean-Victor Poncelet (1788 - 1867). En la geometria de Poncelet, al igual que
en la geometria proyectiva, dos rectas en un plano pueden cortarse o cru-
zarse, pero, No pueden ser paralelas, ya que considera que hasta estas se
cortan en un punto del infinito denominado punto impropio.

- Accede al enlace http://links.edebe.com/yzz y obtendrds mds informacion
sobre la geometria proyectiva. ¢De qué principios parte?

- Busca las diferencias sustanciales entre los principios de la geometria eucli-
dianay la proyectiva.

v |
Medidores Idser de distancias

Un medidor Idser, fambién conocido como telémetro Idser, para medir distancias,
utiliza el fiempo que tarda un pulso de luz Idser en reflejarse en un punto y volver all
origen. El fiempo transcurrido recibe el nombre de tiempo de vuelo. Una de las apli-
caciones de los medidores Idser es calcular la distancia entre la Tierra y la Luna.

- Accede al enlace http://links.edebe.com/gmngh? y contesta:

* Busca las diferencias sustanciales entre los principios de la geometria
euclidiana y la proyectiva.

* ;Qué férmula emplean los medidores Idser para calcular la distancia
entre dos puntos?

* ;Cudl seria el tiempo de vuelo si la distancia medida es de 300 m?

* ¢Por qué crees que cuando medimos la distancia entre dos puntos muy
préxmos o muy lejanos los medidores pierden precision?

* ¢ Por qué se utiliza luz tipo Idser y no de ofra tipologia?

El 5.° postulado de Euclides a debate

De los cinco postulados de Euclides, el quinto de ellos ha sido motivo de
controversia, ya que es menos evidente y mas complejo de demostrar
que los anteriores.

- Formen grupos de 3-4 personas y describan el contenido de los cuatro pri-
meros postulados accediendo a http://links.edebe.com/5ujz.

- Busquen diversas reformulaciones del quinto postulado, y qué matemdticos
posteriores fueron los mds criticos al respecto. Pueden encontfrar mds infor-
macién en http://links.edebe.com/3ez3.

- A partir de la reformulacién de dicho postulado, indiquen los principios de
la geometria que se plantean.
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Noticia:
Inflacién negativa en julio, segun datos del INEC
Agosto 7, 2015 Ultimas noticias econdmicas.

La inflacién mensual en julio de 2015 fue nega-
tiva (-0,08%) por primera vez en el ano, segun el
Gltimo reporte del indice de Precios publicado
por el Instituto Nacional de Estadistica y Cen-
sos (INEC). El Instituto senala que tres divisiones
de gasto explican principalmente la variaciéon
negativa: la de alimentos y bebidas no alcohs-
licas, transporte y la de recreacién y cultura, cu-
yas incidencias inflacionarias son de -0,0413%,
-0,0466% vy -0,0311% respectivamente. En julio de
2014, la inflacién fue de 0,40%, mientras que en
julio de 2009 también se registré una cifra simi-
lar de -0,07%, segun las cifras del INEC. El INEC
informa, ademds, que para el séptimo mes del
ano el pais registra una inflacién acumulada de
2,99% en comparacién con el 2,31% que alcan-
z6 en julio de 2014. Mientras, la inflacién anual se
ubicé en 4,36%.

(hitp://tinyurl.com/na2p9sg).

Pelicula:

Ciudad mdgica, de William A. Wellman (1947).
Una empresa que se dedica a elaborar son-
deos y busca una ciudad en la que la opinién
de cuyos habitantes sea representativa de la de
todo el pais.

La tabla muestra los datos de reciclaje del vidrio
de cuatro comunidades autbnomas en 2009

Comunidad = Habitantes  Kilos de vidrio recogido
A 8302 923 78 888 840
B 1345 473 22 637 624
@ 1095 426 28 822 970
D 2103 992 25829 030

¢Qué comunidad recicla mds vidrio?

1. Calcula la canfidad de vidrio reciclado por
habitante en cada comunidad.

. Elabora un grdfico comparativo de la can-
fidad fotal de vidrio reciclado y la canfidad
de vidrio reciclado por habitante en cada
comunidad.

La cantidad fotal de vidrio reciclado, ¢es un
indicador del porcentaje de reciclaje de una
comunidad?

httpy//goo.gl/91aQ2®
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|. REPASO DE CONCEPTOS BASICOS

La estadistica es la parte de las matemdticas que se ocupa de recoger, organizar y analizar
grandes cantidades de datfos para estudiar las caracteristicas o el comportamiento de un
colectivo.

En todo estudio estadistico aparecen los siguientes conceptos bdsicos:

* Poblacién: conjunto de los elementos que son objeto del estudio.
* |Individuo: cada uno de los elementos de la poblacion.

* Variable estadistica: propiedad o caracteristica de la poblacidn que estamos interesa-
dos en estudiar. Si esta caracteristica toma valores numeéricos, diremos que la variable es

cuanfitativa; en caso contrario, diremos que es cualitativa.

Las variables estadisticas suelen representarse por una letra mayuscula: X, Y, Z.

A continuacién, puedes ver cudl es la poblacién, los individuos y la variable estadistica de
diferentes estudios estadisticos realizados en una ciudad.

Estudio estadisco Poblacién Individuo Variable estadistica

Medio de transporte que
utilizan mds frecuente- | Habitantes de la ciudad. | Cada uno de los habitantes.
mente sus habitantes.

Medio de transporte
utilizado.

NUmero de cafés servidos . ,
NUdmero de cafés

en los bares a lo largo de | Bares de la ciudad. Cada uno de los bares. )

. servidos.
un dia .
Tiempo medio diario que Tiempo medio dedico-
dedican sus habitantes a ' Habitantes de la ciudad. | Cada uno de los habitantes. | do a la lectura de la
leer la prensa. prensa.

Gwiable es’rodisﬂcc) F.uate en que ep Igs dgs ultimos estudios estadisticos, la va-

riable es cuantitativa; sin embargo, los valores que toma la

primera de ellas solo son nimeros enteros (0, 1, 2, 3...), mien-
Ccuoli’rofiVO) CCUOnTiTOVO) fras que la segunda puede tomar cualquier valor dentro de
un infervalo.

Cdisore’ro) Ccon’rinuca Diremos que la primera es cuantitativa discreta y la segun-
da, cuantitativa continda.

4

>
1. Indica cudl es la poblaciéon y la variable estadistica de cada uno de los siguientes estudios esta- Q
disticos. Sefala, ademds, de qué tipo es la variable estadistica. )

a. Preferencias deportivas de los alumnos de tu clase.

b. Tiempo medio invertido por los tfrabajadores espanoles en desplazarse desde su domicilio has-
ta el centro de trabagjo.

X c. Numero de veces, en un ano, que asisten al featro los habitantes de tu localidad. I



2. MUESTRAS

Al efectuar un estudio estadistico, no siempre es posible ob-
servar la caracteristica objeto del estudio en todos los indivi-
duos de la poblacién.

Imagina que un diario quisiera elaborar un estudio sobre las
preferencias literarias y musicales de los jdvenes ecuatoria-
nos. Estd claro que no puede preguntarse a fodos los indivi-
duos, pues la poblacién es demasiado grande.

En estos casos se foma solo una parte de la poblacién, a la
que llamamos muestra.

Para que el estudio estadistico sea fiable, la muestra ha de
ser representativa del total de la poblacidn. Existen diferen-
tes métodos para escoger una muestra, entre los que desta-
caremos dos:

* Muestreo aleatorio simple; cada elemento tiene la mis-
ma probabilidad de ser elegido.

* Muestreo estratificado: las proporciones de diferentes in-
dividuos deben ser las mismas en la muestra que en la

poblacioén.

En ambos casos, resulta de fundamental importancia la
eleccién del tamafno de la muestra. En términos generales,
cuanto mayor sea este, mayor serd, también, su fiabilidad.

e

Se desea estudiar las preferencias literarias de los 950 alumnos de un centro
escolar, de los que 570 son chicas. Explicar como obtener una muestra de
100 individuos:

a. Por muestreo aleatorio simple.

a. Una manera de obtfener una
muestra de 100 individuos por
muestreo aleatorio simple es intro-
ducir en una urna 950 papeletas
con el nombre de cada alumno
en cada papeleta escoger al
azar 100.

b. Por muestreo estratificado.

b. Si de los 950 individuos, 570
son chicas, la proporcién de es-
tas en el total de la poblacién es
del 60%. Asi, para escoger una
muestra de 100 individuos por
muestreo estratificado, debere-
mos elegir 60 chicas y 40 chicos.

Estadistica descriptiva y
estadistica inferencial

La rama de la estadistica que
solo pretende recoger, organizar
y analizar los datos de un estudio
estadistico se denomina estadisti-
ca descriptiva.

Existe ofra rama de la estadistica
que tfrabaja con muestras y pre-
fende, a partir de estas, deducir
(inferir) caracteristicas de toda la
poblacién. Es la llamada estadisti-
ca inferencial.

VEIT LUDWIG VON SECKENDORFF

Estadista e historiador alemdn
(1626-1692).

A mediados del siglo XVII surgen
los primeros intentos de consolidar
la estadistica como una disciplina
cuyo objeto era la descripcidn de
los sucesos notables del Estado,
gracias a V. L. von Seckendorff y a
Conring, considerado el fundador.

G. Achenwall, discipulo de Con-
ring, consolidé los postulados de
esta nueva ciencia, ala que deno-
mind Statistik. Dicho término apare-
ci6é por primera vez en 1749 en su
obra Staatsverfassung der heuti-
gen vormnehmsten europdischen
Reiche und Volker im Grundisse

2. Investiga acerca del nivel de estudios de los  b.
habitantes de nuestra poblacidon. Una mues-
fra de 50 personas elegidas al azar. Argumen- <
ta cudl de los siguienfes métodos te parece

mds adecuado:

a. Pregunta alos alumnos a la salida de un cen-

fro escolar.

Pregunta a la gente que pasea un sdbado
por la tarde por la calle mds céntrica.

. Llamando a una lista telefonica de al menos
50 contactos.

3. Representatividad, coste y tiempo son facto-

res que hay que considerar conjuntamente a
la hora de decidir el tamano de una muestra.
¢Por qué estdn interrelacionados?

https://go0.gl/WSZTSN
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2. TABLAS ESTADISTICAS

Una vez recogidos los datos de un estudio estadistico debbemos ordenarlos, para proceder,
posteriormente, a su andlisis. Con este fin, suelen utilizarse las tablas de frecuencias.

El proceso de elaboracion de estas tablas depende de si agrupamos o no los datos en intervalos.

3.1. Tablas para datos no agrupados

Si la variable tiene pocos datos de diferente valor, procedemos del siguiente modo:

O, —Construimos una tabla con fres columnas.
Valor = Recuento
absoluta (n)
) ] . —En la primera columna, anotamos los diferentes valores que
toma la variable, ordenados si estos son numéricos.
3 ] 5
4 | 3 —En la segunda, frazamos un pequeno segmento cada vez que
. (] . aparece un dato correspondiente a un determinado valor.
6 | 5 —En la tercera columna, anotamos, para cada valor, el nimero
 Tabe 1 Comidas do hommanos do un total de segmentos trazados. Este numero es la frecuencia ab-
grupo de 18 estudiantes de un colegio soluta (r]|) de dicho valor.

En el margen puedes ver la tabla de frecuencias (fabla 1) correspondiente cantidad de her-
manos de un grupo de 18 estudiantes de un colegio: 3,4, 6,2, 3,3,2,6,5,5,2,3,4,5,5,2,3y 4.

3.2. Tablas para datos agrupados

Si la variable tiene muchos datos de distinto valor, antes de efectuar el recuento debbemos
agrupar los dafos en intervalos.

Considera el conjunto de datos de este recuadro, corres-
pondientes a las puntuaciones (en una escala de 0 a 100)
obtenidas en un test psicotécnico por 30 aspirantes a un
puesto de trabagjo.

69 58 54 40 71 61 57 52 64 56
52 61 54 50 63 55 51 30 70 60
54 58 54 47 63 69 58 54 49 70

Veamos cémo proceder para efectuar la agrupaciéon de
estos datos en intervalos.

Procedimiento Ejemplo
Busguemos el valor mdximo y el valor minimo que toma la vo-
riable y calculamos su diferencia. Este valor es el recorrido de la 71 =30 =41
variable.

Decidamos el nimero de infervalos de clase en que agrupemaos

los datos (se suele fomar entre 5y 10). Tornemos 6 infervalos.

Determinemos la amplitud de cada intervalo. Para ello, dividamos
el recorrido entre el nUmero de infervalos elegido y aproximemos el 41:6=683Q7
resultado por exceso.

Formemos los intervalos de modo que el extremo inferior del pri- | Extremo inferior del primer intervalo: 29,5
mero sea algo inferior al menor valor que foma la variable y el | Intervalos: [29,5, 36,5), [36,5, 43,5), [43.5,
extremo superior del Ultimo sea algo superior al mayor valor de la | 50,5), [50,5, 57.5), [57.5, 64,5), [64.5, 71,5).
variable. Extremo superior del ditimo intervalo: 71,5

Prohibida su reproduccion
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Una vez efectuada la distribucion en intervalos, elaboramos

Intervalo Recuento AEENEmeE]
la tabla de frecuencias de forma parecida a como se hizo en absoluta (n)
el caso de datos no agrupados. [29.5, 36,5) | 1
—Construimos una tabla con tres columnas. [36.5. 43.5) |
, , (435505 | 3
—En la primera columna, anotamos los intervalos de clase A0 |
50,5, 57,5 1l
calculados, ordenados de menor a mayor. [ )
575645 ][ ] 9
—En la segunda columna, tfrazamos un pequeio segmento 645, 715) 7 s
cada vez que aparece un datfo correspondiente a un de- —
M Tabla 2

ferminado infervalo.

—En la tercera columna, anotamos, para cada intervalo, el nimero total de segmentos tra-
zados. Este nimero es la frecuencia absoluta (ni) de dicho intervalo.

En el margen puedes ver la tabla de frecuencias correspondiente a las puntuaciones ante-
riores (fabla 2).

A veces, conviene anadir una columna entre la primera y la segunda, indicando en ella los
puntos medios de los infervalos, denominados marcas de clase.

Infervalo Marca de clase Recuento
[29.5, 36.5) 33 I
[36.,5, 43,5) 40 |

La tabla de frecuencias absolutas puede completarse con las frecuencias relativas y las fre-
cuencias acumuladas de cada valor (o intervalo de clase si los datos estan agrupados en
infervalos). Recordemos sus definiciones:

* La frecuencia relafiva (fi) de un valor es el cociente entre su frecuencia absoluta y el nu-
mero total de dafos.

* Lafrecuencia absoluta acumulada (Ni) de un valor es el resultado de sumar a su frecuen-
cia absoluta las frecuencias absolutas de los valores anteriores.

* La frecuencia relativa acumulada (Fi) de un valor es el resultado de sumar a su frecuen-
cia relativa las frecuencias relativas de los valores anteriores.

Asi, la tabla 1 se completa como puedes observar a la derecha.

v

4. Un equipo de baloncesto en 20 partidos ha anotado los siguientes puntos: 80, 101, 92, 80, 110, 83,
101, 75, 80,107, 75, 85, 80, 110, 101, 92, 85, 110, 85, 80.

—Construye la tabla de frecuencias correspondiente.

5. Las calificaciones obtenidas por un grupo de 49 alumnos en una prueba son las siguientes: 3,0; 5,5;
4,4:6,0;4,3,72; 4,7, 65;6,7;40; 59,58, 1,4, 3,2;5,8; 4,6, 4,1, 3,5, 6,8;50;5,9; 2,1, 42;45; 41,48, 2,8, 4,7,
7.7,60;3,0;5,7;45;4,9;3.3,48;4,7:77:6,0;30;57;45;49; 3.3;48,4,7,5.2; 3.8, 6,1.

—Agrupa en siefe intervalos los datos anteriores y construye la tabla de frecuencias correspondiente.

Prohibida su reproduccion



4. GRAFICOS

La informacién contenida en las tablas estadisticas puede expresarse mediante grdficos
estadisticos.

En caso de que los datos no estén agrupados los mdas empleados son:

Diagrama de barras

Difusién de los principales diarios
(febrero 97/ noviembre 97)
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Sobre unos ejes de coordenadas se representan, en el eje de abscisas, 10s diferentes valo-
res de la variable y, en el eje de ordenadas, las frecuencias absolutas o relativas.

Sobre cada valor de la variable, se levanta una barra de altura igual a la frecuencia ab-
soluta correspondiente.

Diagrama de barras horizontal

Principales enfermedades detectadas en chequeos médicos

Problemas % de pacientes
Caries 80 %
Sobrepeso 50 %
Hipertensién arterial 30 %

Hipercolesteroleria 30 %

Artropatias 25 %

Cardiopatias 20 %
Broncopatias 20 %
Problemas visuales 20 %
Hipoacusias 20%

Anemias

15 %

Prohibida su reproduccion

Es un diagrama de barras pero con la posicion de los ejes invertida: en el eje de abscisas
se representa la frecuencia y en el eje de ordenadas, los valores de la variable.




Pictograma

Difusion de los principales diarios
(febrero 97/ noviembre 97)
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Es un diagrama de barras en el que estas se han sustituido por dibujos representativos de
la variable estudiada.

Diagrama de sectores

Distrioucién de reservas de petrdleo
(En miles de millones de barriles)

otfros OPEP 14 % OCDE 8 %

Ex Republica Soviética 6 %
UAE 9 %
ofros no OPEP 8 %

Irdn 11 %
Arabia Saudita 26 %

Kuwait 9 % Irag 11 %

Se divide un circulo (a veces un semicirculo) en sectores de amplitud proporcional a las
frecuencias de los valores que toma la variable. Este grdfico se suele acompanar con el
tanto por ciento que representa cada sector,

La amplitud de cada sector se calcula por proporcionalidad, teniendo en cuenta que
todo el circulo (360°) corresponde al total de individuos.
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Para representar dafos agrupados se suelen utilizar los histogramas y los poligonos de
frecuencias.

Histograma

Promedio diario de horas dedicadas a ver la television

Porcentaje de
personas

40

30

20

Menos de Th Entre Thy 2h Entre 2h y 3h Enfre 3hy 4h Mds de 5 h

Se representan sobre el eje de abscisas los intervalos de clase y sobre el eje de ordenadas,
la frecuencia absoluta o relativa.

Sobre cada intervalo se levanta un rectdngulo de altura igual a su frecuencia, siempre que
los infervalos tfengan la missna amplitud. Si no es asi, se han de levantar rectdngulos cuya
drea sea proporcional a las correspondientes frecuencias.

Poligono de frecuencias

Promedio diario de horas dedicadas a ver la felevision

Porcentaje de
personas

40

Menos de 1h Enfre Thy 2h Entre 2hy 3h Entre 3hy 4h Mds de 5h

En los histogramas es frecuente trazar una linea poligonal que una los puntos medios de
las bases superiores de los rectdngulos. Esta linea se denomina poligono de frecuencias.

Prohibida su reproduccion

Si se construye el histograma con las frecuencias acumuladas, la linea obtenida al trazar
el poligono de frecuencias recibe el nombre de ojiva.



Para representar datos referidos a una regiéon, suele emplearse un tipo de grdfico caracte-
ristico: los carfogramass.

Asimismo, en estudios demogrdficos y sociales son muy empleadas las denominadas pird-
mides de poblacion.

Cartograma

Son mapas coloreados por zonas, segun los valores que foma la variable. Van acompana-
dos de un cédigo que indica el significado de cada color.

Pirdmide de poblacién

Il Hombres Inactivos mm Mujeres

Son dos histogramas horizontales que comparten el eje que contiene los intervalos de clo-
se. En uno de ellos, se representan los datos correspondientes a la distribucién por edades
del sexo masculino y en el otro, los del sexo femenino.

Prohibida su reproduccion
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4.1 Grdficos evolutivos y comparativos

Ademds de los graficos estudiados, existen otros fipos de graficos.

Los graficos evolutivos se utilizan para representar la evolucion en el fiempo de una determi-
nada variable.

Para construir un grafico evolutivo, se siguen estos pasos:
—Trazamos unos ejes de coordenadas.

—El eje de abscisas se ftoma como eje femporal, es decir, sobre el representamos los diferentes pe-
riodos de tiempo. Sobre el eje de ordenadas, representamos los distintos valores de la variable.

—Representamos mediante puntos los pares formados por cada periodo y el valor corres-
pondiente de la variable, y los unimos mediante una linea poligonal.

El siguiente grdfico muestra la evolu- Eurbor " figura 1
cion del Euribor desde el ano 1994 all N

LR GH
2005. — y, -
\ . T & o 548
En ocasiones, se superponen dos o mas et
grdaficos con el fin de comparar los da-
tos representados en ellos. Se habla en-

tfonces de graficos comparativos

94 95 96 97 98 99 00 01 02 03 04 05 Ano

Evolucién mundial de lineas telefénicas (millones) Evolucién del IPC
== Fijas == Moviles == Total == ] 900 == ? 000

40 FT—F—F—"F—F——F— =
35 |*j'-‘:'|;;“:|

30 —T

T
25 T -
2,0 ! i 4 4 :
15 |
10 |
05

oc—L 1 1 1 1 8 [ 1 1
1997 1998 1999 2000 2001 EFMAMJ J A S O
B figura 2 B figura 3

6. Representa los datos del ejercicio 4 pdgina 209 me- ¢, El siguiente gréfico muestra los gastos y los
dianfe un diagrama de barras y un pictogramai. ingresos, en miles de euros, de una empre-

7. Representa los datos del ejercicio 5 pdgina 209, sa alo largo del ditimo ano..
mediante un histograma y traza el poligono de
frecuencias.

8. Lasiguiente tabla re-
coge la distribucién

5

|
|
S Ensenanzas Alumnos :
8 de alumnos del cur- — | 142 981 !
3 so 20002001 en los o™ «~ENEERAEREEE — !
= . . . . & T — T
8 diferentes niveles: Primaria 2478 256 | — L i !
: S oo | LI T[] —ingresas !
g —Elabora el diagra- | >ecUneana “EFMAMI 1 AS OND !
% ma de sectores co- Bachillerato y FP 1228 130 :
o ; —Constr | grovfi volutive refleje |
a rrespondiente. Universitaria 1590 000 Construye el grcfico evolufivo que refleje [as |
|
|

ganancias correspondientes a cada mes.



5. TABLAS Y GRAFICOS CON COMPUTADORA

<

1 [Juga
2 Juan
3 |Macho

4 |[Omar

3 |Diege

6 |Cavid

7 |Alvaro
B |Vicente
9 |Ricardo
10 |Padro

10

Una hoja de cdlculo puede servir para confeccionar dis-
fintos tipos de graficos estadisticos.

Veamos, por ejemplo, el caso de la estadistica de los juga-
dores de un equipo de baloncesto en lo relativo a puntos
conseguidos y minutos jugados.

En primer lugar, debemos infroducir en las celdas de |a
hoja de cdlculo, en forma de tabla, la informacién recogi-
da en el estudio.

A continuacion, en el menu Insertar elegimos la opcidn
Grdficos. A lo largo de cuatro pasos podemos definir las
distintas caracteristicas del grdfico.

En el paso 1 se seleccionamos el tipo de grdfico: colum-

nas, lineas, sectores...
At s RO - i | e A - Tiee de gribos

[ Vo it e gt i

e
> @ - ﬂf.",_ i E
) Sk p
B @ Ao |
fe | LR Eras r

—En el paso 2, la informacién que hemos infroducido en las columnas, las series de datos y
sus titulos, se relacionan con la posicidn que debe tener en la grdfica.

—En el paso 3 definimos: las leyendas del titulo
y de los gjes, los tipos de lineas de division, los
rotulos de datos (valores y porcentajes) y la

tabla de datos.

e —"

i i

e e

i i i ST 1

Rsbsrewy g it - e 1 - O i it
ISR 1 i s e W aaE ey e R

Vitrm i e
e vk LR

N
free

=
e i i i ﬂ%
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m __________ . —Finalmente, en el paso 4, se indica la ubicacion del grafico
que acabamos de confeccionar.

Si accedes a la pdgina
http://aula.elImun do.es/aula/
laminas.html,

podrds averiguar cudntos
colores son necesarios para
colorear un mapa sin que
dos zonas limitrofes fengan el
mismo color.

Axidtante para grificos — pase 4 de 4 - Ubseackin del grifico

@ comosmimen [t B

% (Cancelar | (< Atrds ) Siguionee ~  (ismnan)

Una vez confeccionado el grdfico se pueden modificar aspectos como el tipo de fuente
de la letra, la alineacién, los distintos colores que aparecen, la intensidad de las lineas, las
escalas de los valores de los ejes

Puntuacién (%) Jornada 15

jornada 15

Diego
29,55 %

Omar
w 324 % David
% 15,90 %
5 Nacho
a 10,23 %

Alvaro

Juan Nacho Omar Diego David Alvaro Jorge Kevin Marco 9,09 %

David  Ricardo \]/;c;)n;e
15,90 % 1,14 % o0 e

jornada 15

Puntuacién (%) Jornada 15 34
32 A mm o EmEm m e m o e e e ==
Pedro U0 30 Sooiosammio-osie-
, 7.95 % 0 7o Nacho 26 *
Ricardo e 1023 % 24 -
114 % - : 22+
c I Omar %g d
o s
8 Vicente i 324% 16 -
§ 11,36 % X }421 :
o1 10 °
o) i 8-
5 Alvaro 6
é 9,09 % ‘21 .
o] Diego 0 T T LI T L T T I. T
6 2055 % Juan Nacho Omar Diego David Alvaro Jorge Kevin  Marco
o 15,90 % —— Minutos —— Puntos




6. ANALISIS DE DATOS. MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

La etapa final de un estudio estadistico es el andilisis de los datos re-
cogidos con el fin de extraer conclusiones que puedan ser de interés.

En el caso de la estadistica unidimensional, la informacién contenida
en tablas y graficos puede ser descrita mediante ciertos valores, de-
nominados pardmetros o medidas estadisticas. Estas medidas pue-
den ser de centralizacion, de dispersion o de posicion.

El objetivo principal de las medidas de tfendencia central es poder re-
presentar por medio de un solo nimero al conjunto de datos, es decir,
dar valores representativos de la distribucion de frecuencias, situados
en algun lugar infermedio, alrededor del cual, se encuentran los otros
valores. Nos indican dénde tienden a concentrarse los valores.

Las medidas de centralizacion son valores considerados representa-
fivos de la serie de datos. Los mds utilizados son: la moda, la media
aritmética y la mediana.

Pardmetros de centralizacion

Los mds usuales son la moda, la media aritmética y la mediana. Re-
cordemos sus definiciones y como se calculan segun se frate de datos
agrupados o no.

—Moda: es el valor de la variable con mayor frecuencia absoluta. Se
representa por Mo.

Si los datos estan agrupados en intervalos, se tomna como valor aproximado de la moda la

Numero de hijos de las
familias de 40 alumnos
de 1.° de Bachillerato

Numero de  Frecuencia
hijos (x) absoluta (n)
1 7
2 14
3 9
4
5

M Tabla 3

Duracién (en horas)
de 30 focos

Frecuencia
absoluta (n)

(310, 420) 1
(420, 530) 9
(530, 640) 1
(640, 750) 5
(750, 860)

(860, 970) 1
M Tabla 4

Ndmero de
horas

marca de clase del intervalo con mayor frecuencia absoluta, que se llama clase modal.

Puede ocurrir que la moda no sea Unica, es decir, que haya mds de un valor con la fre-

cuencia mdaxima. Se habla entonces de distribuciones bimodales, frimodales.

Para obtener el valor de la moda, basta observar en |la tabla de frecuencias correspon-
diente el valor de la variable (o el intervalo de clase si los datos estn agrupados) con

mayor frecuencia absoluta.,

Asi, para los dafos de la primera tabla 3, la moda es 2.

En el caso de la segunda tabla 4, la clase modal es (530, 640) y tomnaremos como valor

aproximado de la moda su marca de clase: 585.

—Media aritmética: es el valor que se obtiene al dividir la suma de todos los valores de la

variable entre el nUmero total de estos. Se representa por x.

Si los datfos estan agrupados en intervalos, se toonan como valores las marcas de clase.

Se calcula mediante la expresion:

Asi, para los dafos

2,6

N .1 7+2:14+3.9+4.8+5.2 _104
XNX-m oy de la tabla 3: 40 40
X = I=Ii1 =YX
i=1

Andlogamente obtenemos, para los datos de la tabla 4, X = 596,

donde: x, : Variable (marca de clase); n : Frecuencia absoluta; N : Nimero de datos



—Mediana: es el valor que ocupa el lugar central en un conjunto ordenado de datos. Se
representa por Me.

El cdiculo de la mediana solo tiene sentido para variables cuantitativas.

Cuando el nimero de datos es impar, la mediana es el valor central de la serie ordenada
de dafos. Si es par, no existe un valor que ocupe el lugar central de la lista, sino dos. En este
caso, tomaremos como mediana el valor promedio de ambos.

Asi, en la siguiente serie de datos:

20, 20, 23,23, 25, 25, 25, 26, 29 o 7
Y TAMBIEN: | &

la mediana es 25, mientras que en la serie: , , ,
La mediana deja por debajo

20, 20, 23, 23, 24, 25, 25, 25, 26, 29 y por encima el 50 % de la dis-
tribucién de datos.

la mediana es:

m;%=M5

Podemos obtener también la mediana a partir de la tabla de frecuencias.

Para ello, basta observar en la columna de frecuencias absolutas acumuladas si existe un
valor igual a %

* En este caso, la mediana es el promedio entre dicho valor y el siguiente.

* En caso contrario, la mediana es el primer valor cuya frecuencia absoluta acumulada es
mayor que %

e e

da, es decir, 2.

% n; A Calculemos la mediana de la distribucién de la primera tabla 5. \

|

] ’ . S N _ 40 ‘

El nUmero total de individuos es N = 40. Luego el valorde == = == =20 |

2 13 20 2 > I

|

3 10 30 Existe una frecuencia absoluta acumulada que coincide exacta- |

4 7 37 mente con N |

5 3 40 2 |

- En este caso, la mediana es el promedio entre el valor de la variable |

con esta frecuencia y el siguiente: |

|

+ |

Me = 2+3 =25 |

2 J

T \\

X n i Calculemos la mediana de la distribucién de la segunda tabla 6. ‘

1 7 }

5 9 14 21 El nimero total de individuos es N = 40. Luego el valor de % es. |
0 \
5 \
3 3 9 30 N _ 40 _og |
g 4 8 38 2 2 |
> 5 o 20 La primera frecuencia absoluta acumulada mayor que 20 es 21. La |
3 mediana serd el valor de la variable con esta frecuencia acumulo- |
o) M Tabla 6 |
I



Ejemplo 4

Si los datos estdn agrupados en intervalos, el intervalo que
confiene a la mediana se denomina clase medianal. La

marca de clase de este infervalo puede tomarse como va-
lor aproximado de la mediana, aunque esta puede determi-
narse con mayor precision a partir de la expresion:

siendo:

—Li, el extremo inferior de la clase medianal.

—h, la amplitud de los intervalos de clase.

—N, el nUmero de datos.

Y TAMBIEN:

El valor de la mediana se
puede obftener geométrica-
mente aplicando el teorema
de Tales a los fridngulos de Ia
figura.

—N. .. la frecuencia absoluta acumulada del intervalo anterior a la clase medianal.

—n, la frecuencia absoluta de la clase medianal.

Calculemos la mediana de la distribucién de la tabla sobre tiempo de duracién de los focos.

En este caso % = z_o =15 La primera frecuencia absoluta acumu-

Intervalo  Marca de clase n N,
[310, 420) 365 1 1 lada mayor que 15 es 21. Luego la clase medianal es [530, 640).
[420, 530) 475 9 10 Por fanto:
[530, 640) 585 1 21 L =530
[640, 750) 695 5 26 h=110
[750, 860) 805 3 29 N =30 Me =530 + 110 - 15-10 _ 580
[860, 970) 915 1 30 N, =10 1
n=11

Esto significa que la mitad de los focos tiene una duracién inferior a 580 h.

10. Calcula la moda, la media aritmética y la mediana

11.

para los datos del ejercicio 4 pdagina 209.

El nimero de faltas de ortografia cometidas por 40
alumnos de 1.° de Bachillerato en un dictado se
muestra en la siguiente tabla:

Ndmero de faltas 0 1 2 3 4 | 5 6

NUdmero de alumnos 79113 6 3 1 1

—Calcula la moda, la media aritmética y la
mediana.

>
12. Lassiguiente tabla refleja la medida deltérax [ Q.
de un grupo de varones adulfos. Calcula la
moda, la media aritmética y la mediana.

Medida del térax (cm) = Numero de individuos

[80, 85)

(85, 90)

[90, 95)
[95. 100)
[100, 105)
[105, 110)
[110, 115)
[115, 120)

9
91
509
937
694
201
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7. MEDIDAS DE DISPERSION PARA DATOS NO AGRUPADOS

Los pardmetros de dispersion de un conjunto de datos nos informan sobre la dispersidon de
los datos considerados, es decir, nos dicen si estos estdn mds o menos separados.

Existen diferentes pardmetros de dispersiéon. Los mds utilizados son el recorrido, la desviaciéon
mediq, la varianza y la desviacion fipica.

Recorrido

Es la diferencia entre el valor mdéximo y el valor minimo de la serie de datos. También se co-
noce como rango o amplitud, y se representa por r.

Asi, si consideramos la serie de datos de la variable estadistica que representa la edad de
los 16 alumnos de un curso de astronomia, tenemos:

12 15 15 16 18 19 19 19 22 23 24 24 25 30 31 49
Por lo que el recorrido de esta serie de datos es:
r=49-12=37

El recorrido es un pardmetro facil de calcular, pero que ofrece una informacién muy limita-
da. Asi, nos da una idea de la amplitud del conjunto de datos, pero estd muy influido por los
valores extremos.

Desviacion media.

La desviacion media es la media aritmética de las desviaciones de todos los datos respecto

a su media. Se representa por D_. N |
X -X —
oo \ 4 i - X -X
En general, escribimos abreviadamente: D_ - =1T ufilizar D - 2| N |
Calculemos la desviacién media de la distribucion: 5, 3,7, 8,5,8,5,7,9, 3,3 \

1. Calculemos la media aritmética del conjunto de datos:

Z- 5+3+7+8+5+8+5+7+9+3+3=@=5,7

11 1

b - [5-6]|+[3-6[+[7-6]|+|8-6[+[5-6|+|8-6[+[5-6[+|7-6]+|9-6[+[3-6|+|3-6|
" 1

1 +3+T+2+7+2+1+1+3+3+3 2]

|
|
|
|
|
|
|
|
|
7 . e ' ‘
2. Apliquemos la formula para calcular la desviacion media: |
|
|
|
|
|
|

D =—=19 I

La desviacion media se puede utilizar como medida de dispersion en todas aquellas distribucio-
nes en las que la medida de fendencia central mas significativas haya sido la media. Sin embar-
go, para las mismas distribuciones es mucho mas significativa la desviacion fipica, que estudiare-
mos a continuacion, y eso hace que el uso de la desviacion media sea cada vez mds restringido.

4

13. Son encuestados veinte matrimonios respecto a su nimero de hijos y se obtuvieron los siguientes datos:
2:4,;2:3:;1,2,4,;2:;3:0;2,2:;2:;3:2,6:2;3,2;2.

Halla la desviacién media.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
| de Quito durante un mes, construye una tabla de distribucion de frecuencias y halla la desviacion media.
|

\ 10,15, 10,16, 15,12,12,10,15,12,12,16,10,13,12,11,10,11,15,15,16,14,14,14,10,11,10,15,15,16.

S |

0
=7
s
o
Q
Q
14. Los siguientes datos muestran el nimero de vuelos infernacionales recibidos en el aeropuerto de la ciudad !

|

|

I



Ejemplo 6

Varianza

Nos indica la variabilidad de los datos, es decir que tan ale-
jados estdn los datos de su media.

Es la media aritmética de los cuadrados de las diferencias o
desviaciones de cada dato hasta la media:

. . L Y (x-x)?
Varianza poblacional (para una poblacion: o= — N

Varianza muestral B )
_ ZI;I:l(Xi'X): XX -2
N-1 N-1

(para una muestra):  s?
El simbolo o es la letra griega sigma. Corresponde a la «s» de
nuestro alfabeto.

Desviacién tipica o desviacién estandar

Es sin duda la medida de dispersién mds importante, ya que sir-
ve como medida previa al cdlculo de otros valores estadisticos.

La desviacion tipica se define como la raiz cuadrada de la
media de los cuadrados de las desviaciones con respecto
a la media de la distribucién. Es decir: la raiz cuadrada de
la varianza.

. X Ix-x|?
Para el caso de una poblacidon o= N
(- X)?
Para el caso de una muestra s= N1

Analicemos el siguiente ejemplo:

Y TAMBIEN:

Una férmula alternativa para
el cdlculo de la varianza es:

N
xxin
02 - i=1 _ )—(2
N

Para obtener la varianza a par-
fir de esta expresidon, comple-
tamos la tabla de frecuencias
con las siguientes columnas:

Dos propiedades importantes

de la varianza son:

1. La varianza de una cons-
tante es cero

2. Sise tiene la varianza s? de
un conjunto de datos y a
cada observacion se multi-
plica por una constante b,
entonces la nueva varian-
za de los datos se obtiene
mulfiplicando a la varianza

de los datos por b2,

La muestra obtenida de las punfuaciones en un examen por grupo de estudiantes es la siguiente: 6, 8, 10,

12, 14. Hallemos la desviacion estdndar de la muestra.
1. Hallemos la media del conjunto de datos: X = 6+8+ ]50 H12+ 14 =?O
2. X 6 8 10 12 14

|x-X| 4 2 0 2 4

|x-X|2 16 4 0 4 16 =40

15. Las puntuaciones obtenidas por un grupo de es-

16. El nUmero de estrellas de los hoteles de una ciu- 5

\

fudiantes en un examen han sido las siguientes:

15,20, 15, 18,22, 13, 13, 16, 15, 19, 18, 15, 16, 20, 16,

dad viene dado por la siguiente serie:

3,3,4,34,353,4,33325,3,33235233,

e — —————— — ——————

15, 18, 16, 14, 13. 3.2,5,522321,51,224,5.
a. Construye la fabla de distribucion de fre- a. Construye la tabla de distribuciéon de fre- %
cuencias. cuencias. | 5
! o
b. Calcula las medidas de tendencia central b. Halla la calificacion promedio de los ho- | 2
de los datos. teles segun la cantidad de estrellas | 5
| a

c. Halla la desviacién tipica. c. Calcula la desviacién tipica. |




S

Las temperaturas mdaximas
en la ciudaod de Esmeral-
das durante el mes de junio
fueron:

Utilizamos s para muestras
pequenas y ¢ para muestras
grandes

[
k)
Q
£
i
(Im

30 °C, 29 °C, 28 °C, 30 °C, 33
°C, 29 °C, 30 °C, 31 °C, 29 °C,
29 °C, 30 °C, 31 °C, 31 °C, 31
°C, 32°C, 33°C, 34 °C, 34 °C,
28 °C, 31 °C, 31 °C, 32 °C, 32
°C, 33 °C, 33 °C, 31 °C, 32 °C,

32°C, 33 °C, 33 °C.

http://goo.gl/mUfwGz

Hallemos la desviacion estdndar de las temperaturas a su media

Solucién:

Y TAMBIEN: (&2

1. Se trata de una poblacién porque nos dan las temperaturas
de todo el mes, por tanto aplicaremos la férmula de la desvia-
cién estdndar para una poblacién, es decir:

[ 2 IxX|?
o= /=20
N

2. Calculemos la temperatura promedio, la media aritmética,
para ello elaboramos la tabla de frecuencia:

La aplicacién de los pro-
cedimientos estadisticos se
remonta hacia el ano 3050
a. C., cuando se efectud en
Egipto un registro de la pobla-
cién y la riqueza con el fin de
preparar la construccion de
las pirdmides.

Posteriormente, egipcios, grie- X f X1 Ix-X|  [x-X|?
gos y romanos, efectuaron
algunos censos con fines ftri- 28 2 56 3 ?
butarios, sociales y militares, y 29 4 116 2 4
mucho mds tarde, en el siglo 30 4 120 1 1
XVI, se publicaron en Alema- 3] 7 217 0 0
nia, I’rgllg y Francia inventarios 30 5 160 1 1
estadisticos.

33 6 198 2 4
Aunque en un principio la es- 34 2 68 3 9
fadistica .s,urge a parir de la N = 30 035 8
elaboracion de censos, ac-
fualmente se extiende su apli-

i _ 935

cacién a numerosos campos, X = 30 = 31,17 = 31°C

como la agricuttura, la biologia,

la psicologia, la ensefanza, etc. - . .
P 9 3. Luego, sustituiremos en la férmula los valores obtenidos:

128 =
0= 30 V0,933 = 0,966

17. Los siguientes datos corresponden a una muestra de estaturas de los jugadores de un equipo de
futbol: 1,80; 1, 70; 1,69; 1,70; 1,65; 1,75, 1, 65; 1,80, 1,64

Calcula:
a. Las medidas de tendencia central

b. la desviacion media

Prohibida su reproduccion
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Ejemplo 8

8. MEDIDAS DE DISPERSION PARA DATOS AGRUPADOS

Cuando los datos aparecen agrupados en intervalos, los pardmetros de dispersion se cal-

culan de esta manera.

Recorrido

En caso de que los datos estén agrupados en intervalos, suele considerarse como recorrido
la diferencia entre el extremo superior del Ultimo intervalo y el extremo inferior del primero.

Desviacion media, varianza y desviacion fipica: consideramos las marcas de clase de los diferen-
tes infervalos como diferentes valores de la variable x 'y sus frecuencias absolutas como n.,

Desviacion media: Es la media aritmética de las desviaciones de todos los datos respecto a

su media aritmética. Se representa por dm.

En general, escribimos abreviadamente:

x,: valor de la variable Z |Xi - §| Rt } n,: frecuencia absoluta de x,
> d - i=1 (77\
e |
X: media aritmética " N I N ndmero total de datos
|
Calculemos el recorrido, la desvio- Intervalo
cién media, la varianza y la des- de clases | [100-120) | [120,140) | [140,160) | [160,180) | [180,200) | [200,220)
viacion tipica de la distribucion de n 5 6 15 18 - 5
datos que recoge la tabla.
Solucién
Intervalos de clase  Marca de clase x, Frecuencia n, [x-X| [x,-X[n,
[100, 120] 110 5 55,45 27725
[120, 140] 130 6 3545 212,70
[140, 160] 150 15 15,45 231,75
[160, 180] 170 18 455 81,90
[180, 200] 190 17 24,55 417,35
[200, 220] 210 5 44,55 222,75
q =170 o
=66 N =66 1443,70 mo 66
—En este caso, puesto que los datos estdn agrupados por intervalos, el recorrido es la diferencia entre el extremo
superior de Ultimo intervalo de clase y el extremo inferior del primer intervalo de clase. Luego, r=220- 110 = 120.
—Apliquemos la férmula correspondiente para calcular la desviacion media.
[110-16545] -5+ [130-16545] - 6 + | 150- 16545 | - 15+ [170- 165,45 | - 18 + | 190- 16545 | - 17 + |210- 16545 | - 5 o187
m = éé /!
—Apliguemos la primera de las férmulas para calcular la varianza.
[110-16545|2-5+ |130-165,45]%- 6 + | 150- 165,45 |2 15+ | 170- 165,45 |2 18+ | 190- 165,45 |2- 17 + |210- 16545 |>-5 _ 710,67
- % !
—Puesto que 62 = 712,67 fendremos que la desviacion tipica es o =\ 712,67 = 26,70.
‘ 4>
\ 0
. o Q
' 18. Calcula la moda, la media aritmética y 10 Finervalodeclases  [2,8) | [8,14) | [14,20) | [20, 26) <
| mediana en la distribucion de datos que 5 1 ; 5 o
| aparece en esta fabla.
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Introduccién de datos
—Ponemos la calculadora en

modo estadistico E .

—Borramos de la memoria los cal-
culos anteriores.

—Introducimos los datos, uno a
continuacién de ofro, separa-

dos sélo por la tecla [ :

Si los datfos estan tabulados
en una tabla de frecuencias,
los infroducimos de la siguien-
te manera:

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

o, [, B, [, B
|

| % [Eln, &
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Obtencién de pardmetros
estadisticos

—Para obtener la media aritméti-
cq, presionamos la tecla.

—Para obtener la desviacion tipi-
cq, presionamos la tecla E

—También podemos obtener
ofros resultados parciales: H
Numero de datos: [l

Suma de todos los datos: [
Suma de los cuadrados de los

datos: [

9. MEDIDAS DE POSICION

Hemos visto que la mediana de una distribucion de datos es el

valor gue ocupa el lugar central (o el promedio de los valores

centrales si el nimero de datfos es par). Por tanto, este valor deja

por debajo el 50% de los datos y por encima el otro 50%, es de-

cir, divide la distribucién en dos mitades iguales.

Podemos generalizar este concepto y considerar aquellos

valores que dividen la distribucion en cuatro partes iguales.

Estos valores se denominan cuartiles.

—Primer cuartil; es el valor de la variable que deja por deba-
jo el 25% de los datos. Se representa por Q..

—Segundo cuartil: es el valor de |la variable que deja por
debajo el 50% de los dafos. Se representa por Q..

Es obvio que el segundo cuartil coincide con la mediana.

—Tercer cuartil: es el valor de la variable que deja por deba-
jo el 75% de los datos. Se representa por Q..
| 25 % , 25% ,  256% . 25% |

I T I T 1
Q Q,=M Q

1

Para calcular Q, y Q, se procede de manera andloga a
como se hizo para la mediana. En el caso de datos no agru-
pados, basta con observar la columna correspondiente a
las frecuencias absolutas acumuladas.

Se tiene:

e Si existe un valor cuya frecuencia absoluta acumulada
coincide con %, Q, es el promedio enfre dicho valor y el

siguienfe. En caso confrario, Q, es el primer valor que fiene
una frecuencia absoluta acumulada mayor que %

e Si existe un valor cuya frecuencia absoluta acumulada

coincide con 3N, Q, es el promedio entre dicho valor y el siguiente. En caso contrario, Q,
es el primer valor que tiene una frecuencia absoluta acumulada mayor que SN,
4

Si los dafos estédn agrupados en infervalos, buscamos primero el intervalo que contiene al
cuartil. Este serd el primer intervalo con frecuencia absoluta acumulada mayor que %en el

casodeQ, 0 3_4'1\‘ en el caso de Q.. A continuacion, sustituimos en la expresion correspondiente:

Siendo:

—L, el extfremo inferior del intervalo I que contiene a Q, (respectiva-
N
e N, mente a Q,).

—h la amplitud de los intervalos de clase.

—N el nimero de datos.

—N_, la frecuencia absoluta acumulada del intervalo anterior a 1.

—n, la frecuencia absoluta del intervalo 1.



De la mismna manera, podemos dividir la distribucién en cien Y TAMBIEN: @

partes iguales y considerar los valores que dejan por debajo
de un porcentaje determinado (k %) de datos. Estos valores Los percentiles 10, 20, 30, .... 90

. . se llaman deciles y se repre-
se denominan percentiles y se representan por Pk.
sentan por D.,

Para calcularlos se procede como en el caso de los cuar-

1

81N : 8IN _ 81:30 -243
100 100 100
Si ahora procedemos como en el caso anterior, se tiene:

* Para caleular Py, hallamos

Prohibida su reproduccion

. i i i Asi:
files: buscamos el primer intervalo con frecuencia absoluta
acumulada mayor que % y sustituimos en la expresion: D, =P D,=Py .. D, =Py,
kN
i-1
P-L+h. 100
n]
- Calcular Q. Q, y P, para los datos de la tabla. X n N \:
|
%_ Completemos la tabla con la columna de frecuencias absolutas acumuladas como ! 7 !
[=lll Puedes observar en la fabla de la derecha. 2 14 2 |
o 3 9 | 3 |
= ¢ Para calcular Q,, hallamos N.N._ 40 _ 10 I
4 4 4 4 8 38 !
La primera frecuencia absoluta acumulada mayor que 10 es 21, que corresponde al 5 2 40 |
valor 2. Luego: Q, =2, |
|
* Para caleular Q,, hallamos Z—N : Z—N = SAA =30 |
|
Existe una frecuencia absoluta acumulada igual a 30. Luego: Q, = 3 ; 4 - 3.5 i
|
e Para calcular Py, hallamos 8IN . 8IN _81+40 _ 324 !
100 100 100 |
La primera frecuencia absoluta acumulada mayor que 32,4 es 38, que corresponde |
alvalor 4. Luego P, = 4. ]
/
\\
o Calcular Q, y P, para los datos de la fabla. el | CeemcedEs | N E
o Completemos la tabla 4 pdgina 217, (que corresponde a la du- [310, 420) 365 1 1 !
g- racién en horas) con la columna de frecuencias absolutas acu- [420, 530) 275 0 10 !
o muladas como puedes observar en la tabla de la derecha. [530, 640) 585 n 2 i
i |
* Para caleular Q,, hallamos SN. 3N _3-40 _ 35 [640, 750) 695 5 26 !
. . 4 4 4 [750, 860) 805 3 29 I
La primera frecuencia absoluta acumulada mayor que 22,5 860,970 o5 ] 20 !
es 26, que corresponde al infervalo [640, 750). Luego: (860, 970) :
|
N_y i
-1
Q-L+h -2 —640+110. 225-21 _ 473 |
i n 5 :
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I

P, =640+ 110 -245'3—'2‘= 712.6




10. USO DE TIC -— e

b B e 1 i

P

Las hojas de cdlculo permiten a los usuarios elaborar tablas T
que incluyan cdlculos matemdticos mediante férmulas con .

operadores: + (suma), - (resta), * (multiplicacién), / (division) ol

y ~ (potenciacion). Ademds, pueden ufilizarse elementos de- ;“"_ e L
nominados funciones, que son unas expresiones matemdti- e

cas preconfiguradas, como la suma, la media aritmética, la = —— - =

mediana, etfc.

Los valores obtenidos en una hoja de cdlculo pueden exportarse al programa GeoGebra, el cual
permite su inferpretaciéon grafica.

En primer lugar, se definen en la hoja de cdiculo los pardmetros que se quieren estudiar, escribiendo
ordenadamente los datos del enunciado; es decir, xi y fi. A partir de estos datos, se crean las colum-
nas necesarias para calcular los pardmetros estadisticos requeridos.

Deben sumarse, multiplicarse y dividirse los diferentes valores de las celdas. Las operaciones pueden
efectuarse de dos modos (A y B), en ambos casos la expresidén debbe comenzar con un signo «=»,

T A — A. Buscando en el desplegable la féormula que
- — . . ' ' ' necesitamos e insertdndola en la barra de
i Trpeprereer maisen Plasw e o T Es ey

; ; H : férmulas. Por ejemplo:

—En la celda C12 hemos insertado la funcion
=suma (C6:C10)

—En la celda E8 se ha efectuado la operacién

o =C8/DI10

—En la celda F6 se ha aplicado la funcién =

producto(E6;100)
; e e TR R B B. Definiendo directamente la operacién que
: ' Z f ' queremos efectuar.
|- ST = Loin L L Ty P TR M MR Y

i 1 1 [ L] =
. S —— —— —— " E_—— 1 Se puede ampliar la tabla de frecuencias con
; (—— ] —— ki : !
: R S T R T - - las columnas necesarias para hallar los pard-
| T A— 7 — T T metros de dispersién como la varianza y la des-
- 1 = 1 1 19 1 ..

viacién tipica.

La hoja de cdlculo halla directamen-
te el valor de estos pardmetros, pero
debe contener todos los valores de la

i 5 B B i L i '
S ST T AN e M S

Lo . ] L | | by ey e | Sy ey Py gy | e — |
variable estadistica escritos y repeti- ! —3 —— T T e i |
dos tantas veces como indique la fre- . T — T I T — T |
cuencia absoluta. Por este motivo, es = - . CH A it~ i E .
preferible definir la férmula que permi- &% ) P — T P TR
te hallar dichos valores a partir de las
nuevas columnas.

4

|

| . . . .2 7 ¢t .

i 19. Las hojas de cdlculo permiten la representacion grafica de un conjunto de datos. Lieva a cabo
| ~ ~ ~ .
! una pequena encuesta entre tus companeros y companeras de clase preguntando el numero
|
|
|

ALY
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de horas que ven semanalmente la televisidon y, con los datos recogidos, utiliza un programa
L informdtico para representarlos gréficamente de distintas formas.




Problemas resueltos ©

1. Queremos comparar la duracién de dos marcas de lentes
de contacto blandas, Blandilente (B) y Lentisuave (L). Para
ello observamos la duracién (en semanas) de 10 pares de
lentes de cada marca y obtenemos los resultados de la

B 144 142 | 140 | 141 | 145 144 | 139 | 141 | 142 | 144

L | 143 | 143 148 136 142 | 150 134 | 142 | 134 @ 150

tabla adjunta. ;Qué marca es aconsejable escoger? m
—Organizamos los datos en tablas para calcular x n n X2 X2 n
la media aritmética y la desviacion tipica de cada : : e : b

o ) 134 2 268 17 956 35912
una de las distribuciones.
136 1 136 18 496 18 496

X n, XN x? x2n, 142 2 284 20 164 40 328

139 1 139 19 321 19 321 143 2 286 20 449 40 898

140 1 140 19 600 19 600 148 1 148 21 904 21 904

141 2 282 19 881 39 762 150 2 300 22 500 45000

142 2 284 20 164 40328 n n

n= 2.0 =

144 3 432 20736 62208 21: X, 1= 1422 % x n,=202 538

145 1 145 21 025 21 025
n n
in-ni= 1422 in 'n, =202 244
i i

La duracién media de ambas marcas es la misma.
Sin embargo, es aconsejable escoger la marca
Blandilente, pues la desviacién tipica es mucho me-
nor. Esto indica que, por lo general, la duracién de
estas lentillas se aleja poco de la duracién media.

1. Considera la tabla 4 del ejemplo de los focos de la pdgina 217. ;Qué porcentaje de focos tiene una

duracién inferior a 620 h? M

Sabemos que el percentil Pk es el valor de la varia- Asli, se fiene:

ble que deja por debajo el k % de los datos. Por k.30

tanto, se frata de buscar cudl es el percentil cuyo —-10

valor es 620. 620 =530 + 110 - %

Puesto que 620 pertenece alinfervalo (530, 640), de- De donde, efectuando los cdlculos correspondien-
bemos sustituir Li por 630, Ni — 1 por 10 y ni por 11 en tes y despejando el valor de k, se obtiene k = 63,3.

la expresidon que nos da Pk.
Esto significa que el 63,3% de los focos fiene una du-
racion inferior a 620 h.
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Veamos, mediante un ejemplo, cdmo se interpretan los pardmetros estadisticos de centrali-
zaciéon y de dispersion en algunos problemas de la vida cofidiana.

1. Se desea estudiar cudl de los dos peridédicos locales de una pequeia poblacién ofrece mds informacién
cultural. Para ello, se cuentan las pdginas de informacién cultural en las 100 dltimas ediciones de cada

periédico, y los datos obtenidos se muestran en estas tablas.

La voz del pueblo 1

Paginas 4 | 5 | 6 7 8 9 10 11 12
n. 2 4 7 14 18 25 16 10 6

Total n = 102

Gaceta de la ciudad 2

Paginas 6 7 8 9 10
n 7 14 18 25 16

Total n, = 80

Valoremos, a partir de estos datos, qué periddico puede resultar mds
inferesante para un lector preocupado por temas culturales.

—Calculamos la media aritmética y la desviacion tipica de los datos corres-
pondientes a ambos periddicos utilizando una calculadora.

X =862 o=184

X =836 o=114

—Calculamos el coeficiente de variacion de los datos correspondientes a
ambos periddicos.

La media aritmética de las pdginas dedicadas a informacidn cultural
no es igual en ambos periddicos, pero la desviacion estdndar es menor
en el caso de la Gaceta de la ciudad, por lo que podemos afirmar que
sus datos estdn menos dispersos. Por esta razdn, resulta preferible este
periddico si se busca mayor oferta de informacién cultural.

Y TAMBIEN:

Dos fracciones son equivalen-
tes si verificamos: a-d=b - c.
Cualquier fraccién es un nu-
mero decimal limitado o ilimi-
tado periddico.

Decimales limitados:-3,9; 4,25,

832...
X

Aveces, el CV aparece como
porcentaje.

cv=S 100
X

Dicho pardmetro de disper-
sion permite considerar si la
media aritmética es represen-
tativa del conjunto de datos.
Asi, un CV mayor del 15% in-
dica que la media aritmética
es poco representativa del

valor central.

Ademdas, el coeficiente de va-
riacion puede utilizarse para
comparar dos series de do-
tos. La serie que presente un
CV menor es la serie mds ho-

mogénea o menos dispersa.



Problemas resueltos ©

1. Considera la distribucion de datos agrupados en intervalos que aparece en la tabla y calculan la moda,
la mediana, la media aritmética, el recorrido, la desviacién media, la varianza y la desviacién tipica.

Infervalo .1 [1.2) 23 [34) [45 [56) | [67) [78
n 2 4 7 5 8 7 9 5

—Comprensién del enunciado

Se trata de una serie de datos agrupados en infervalos. En estos casos consideramos las marcas de clase de
los diferentes intervalos como los valores de la variable x, y sus frecuencias absolutas como las frecuencias n,.

—Planificacion de la resolucion

Resolvemos el problema por cdlculo manual. Para ello, disponemos los datos en una tabla estadistica a partir
de la cual calculamos todos los pardmetros estadisticos de forma sencilla.

—Ejecucidn del plan

X

Intervalo de clse .~ Marca de clase ' N, % h %=X x=xln, Ix;=xI? IX;=x1%-n,
[0, 1) 05 2 2 1 4,0213 8,0426 16,1709 32,3418
[1.2) 1.5 4 6 6 3.0213 12,0852 9,1283 36,5132
[2.3) 25 7 13 175 2,0213 14,1491 4,0857 28,5999
[3.4) 3.5 5 18 175 1,0213 51065 1,0431 52155
[4.5) 4,5 8 26 36 0,0213 01704 0,0005 0,004
[5. 6) 55 7 33 38,5 09787 6,8509 0,9579 6,7053
[6.7) 6.5 9 42 58,5 19787 17,8083 3.9153 35,2377
[7.8) 75 5 47 375 29787 14,8935 8,8727 44,3635

47 212,5 79,1065 188,9809
* Laclase modal es [6, 7), pues tiene la mayor ¢ X = 2125 _ 4,5213 e r=8-0=8
frecuencia absoluta. /
Asi, Mo = 6.5, - d,= L2 <683 Ll

* La clase medianal es [4, 5), pues contiene el

dato central, que es el que ocupa el lugar e o= \/4,02 = 2,005
24, Asi, como aproximacion a la mediana to-

maremos Me = 4,5,

—Revisién del resultado y del proceso seguido

Revisamos el proceso, repasamos los cdlculos efectuados y pensamos si el resultado obtenido para cada pa-
rdmetro estadistico es razonable o no.
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Resolucién grdéfica
Muchas veces, la construccién de un grdfico que refleje las condiciones y los datos del enunciado conduce directamente

a la solucién del problema.

Maria ha comprado una bicicleta. La paga del siguiente modo: La mitad de su importe en el momento de llevdrselq; los
dos tercios del resto, al cabo de un mes; y los $100 restantes, al cabo de otro mes. ;Cudnto le ha costado la bicicleta?

Comprensidn del enunciado

Debemos hallar el precio de la bicicleta sabiendo que,
después de pagar la mitad de su importe y los dos tercios
del resto, quedan aun por pagar $100.

Planificacién

Representamos el importe tofal de la bicicleta por un seg-
mento y situamos en él los dafos del enunciado.

Ejecucién Importe total

2 del resto $100

Mitad del importe 5

De acuerdo con el gréfico vemos que el importe total es de:
(100 x 3) x 2=$ 600

Respuesta: La bicicleta le ha costado a Maria 600 ddlares.

Ensayo-error

Esta estrategia consiste en experimentar con posibles soluciones
hasta dar con la correcta. Para ello seguimos estos pasos:

—Escogemos una posible solucion.

—Probamos si esta soluciéon satisface las condiciones del
problema.

—Modificamos la solucién escogida en funcién del resulta-
do obtenido y repetimos el proceso hasta obtener la solu-
cién correcta.

Encuentra dos multiplos consecutivos de tres cuyo producto

Comprension del enunciado

Debemos hallar dos nimeros que sean multiplos consecutivos
de fres, fales que al multiplicarlos nos den como resutfado 1638.

Planificacion

Tomamos dos multiplos consecutivos de tres cualesquiera y
calcularemos su producto. Si éste es mayor que 1638, toma-
mos ofro par de ndimeros menor; si es menor, fomamos ofro
par de ndmeros mayor.

Ejecucioén
45 .48 = 2160 > 1638 ; 39 - 42 = 1638
Respuesta

Los nUmeros buscados son 39y 42,

Razonamiento inverso

Esta estrategia se aplica en la resolucién de problemas en
los que conocemos el resultado final y queremos deter-
minar un valor inicial o una serie de operaciones que nos
conduzcan hasta él.

El método consiste en fomar el resultado como punto de
partida e ir retrocediendo hasta llegar a la situacién inicial.

Halla un nimero cuyo doble sea inferior en 49 unidades

Comprension del enunciado

Debemos hallar un ndmero tal que al multiplicarlo por 2 y
sumarle 49 nos dé como resultado 297.

Planificacién

Partimos del resulfado, 297, y efectuamos las operaciones
inversas a las descritas en el enunciado hasta llegar al nd-
mero buscado.

Ejecucién
X2 +49
—_— —_—
297
B S— <
2 -49
Respuesta

El ndmero buscado es (297 - 49) : 2 = 124.
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Organizacion de la informacién

En muchos problemas, la realizacion de un esquema o tabla sobre los que disponer las condiciones y los datos del enun-
ciado puede abrirnos el camino para abordar su resolucion.

Una bomba A tarda 87h en vaciar el agua de un estanque, mientras que una bomba B tarda 57h en efectuar la misma
tarea. ;Qué tiempo se invertird en el vaciado del estanque si funcionan las dos bombas a la vez? M

Comprension del enunciado

Liamaremos C a la capacidad del estanque; t, y t,, al tiem-
po que farda cada bomba en vaciarlo; Q, y Q, al cau-

Planificacién

La relacién C = Q - t nos permite escribir una ecuaciéon para
cada una de las bombas:

dal de vaciado (litros vaciados por hora) de cada una de C c c c
ellas; 1, al fiempo que se invierte en el vaciado si las dos Q, e “87 Q. =t_ 57

bombas funcionan a la vez, y Q, al caudal de vaciado A B
(litros vaciados por hora) total. Por otro lado, el caudal de vaciado total, Q, es la suma de

los caudales de vaciado de cada bomba:

En este caso, resulta Util organizar los datos en forma de

tabla: Q=Q,*Q,
Bomba  Capacidad ()~ Tiempo(h)  Caudal (i/h) Ejecucién
| P e vaast g
:>T1 =%+%=>t= 5377;%77 34,43h

Respuesta Las dos bombas invertirdn 34, 43 h en vaciar por completo el estanque si funcionan simultdneamente.

Descomposicidn del problema

Halla el drea de un hexdgono regular de lado .

En ocasiones, es dificil ver la relacién exis-
tente entre los datos y las incégnitas del
problema. En estos casos, una de las es-
trategias que ofrece mds posibilidades de
éxito es la descomposicién del problema
en problemas mds sencillos. Para aplicar-

Comprensién del enunciado

Se frata de encontrar la expresion
que nos dé el drea de un hexdgono
regular en funcién de su lado I.
Planificacién 5
La férmula para calcular el drea de
un poligono regular es: A = %

la, debes seguir estos pasos:

—Descompdn el problema inicial en sub-
problemas, sin perder de vista las rela-
ciones existentes entre ellos. En este caso debbemos expresar el pe-

rimetro Py la apotema ap en funcién
—Resuelve cada uno de los subproble- Y P P

mas del lado del hexdgono. Resolveremos §

' enfonces |0s siguientes subproblemas: B 3
—Resuelve el problema inicial, ol 51 g
) SP1. Expresar el perimetro de un hexd- A= Qo

A veces, la solucion del problema global gono regular en funcién del lado 2 a
' IR P ' [}
coincidird con la del ultimo subproblema. e
Otras veces, serd necesario combinar los SP2. Expresar la apotema de un hexd- 3 B I 5
resultados de los diferentes subproblemas gono regular en funcién del lado. A= o 3l =

para hallarla.
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Simplificacién y busqueda de regularidades

En ocasiones, la simplificacién de los datos o de las con-
diciones del problema proporciona un nuevo punto de
vista para su resolucion. Muchas veces, ese nuevo punto
de vista surge de la existencia de regularidades que per-
manecian ocultas antes de proceder a la simplificacion.

Calcula la suma de los 100 primeros nimeros naturales.

Comprension del enunciado

Se frata de averiguar cudnto es la suma de los nimeros natu-
rales del 1 hasta el 100, es decir:

1+2+3+4+ ., +98+99+100=;?
Planificacion

Nos planteamos la resolucién de un problema mds simple,
como es la suma de los 10 primeros ndmeros naturales:

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10

Al calcular esta suma nos damos cuenta de que la suma
de los términos equidistantes de los extremos es siempre la
misma:

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10

| =

1+10=2+9=3+8=4+7=5+6=1]

Luego, para calcular la suma anterior, podemos sumar 5 ve-
ces 11. Asi pues, el resulfado es: 5 x 11 = 55

Observamos que esta propiedad también se cumple en la
suma que nos planfea el enunciado:

+2+3+..+98+99+ 100

T

Asi pues, podemos calcular esta suma sumando los extre-
mos, 1+ 100, y multiplicando el resultado por la mitad del nd-
mero de términos, 50.

Ejecucion
50 x (1 +100) = 50 x 101 = 5050
Respuesta

La suma de los 100 primeros ndmeros naturales es 5050.

Particularizacién del problema

En casos complejos puede resultar de gran utilidad re-
solver primero el problema para situaciones particulares
mds sencillas.

Un comerciante mezcla m kg de café de Colombia de
$ 7,2 /kg y n kg de café de Jamaica de 9 $/kg. Averigua
cudntos kg de cada clase ha de tomar el comerciante

para obtener p kg de mezcla de 8,4 $/kg. M

Comprension del enunciado

Se frata de averiguar cudntos kg debe tomar de cada
clase de café para que el precio de la mezcla obtenida
sea de 8,4 $/kg.

Planificacién

Resolvemos primero el problema en el caso particular de
que p = 6 kg. Para ello organizamos los dafos en forma
de tabla:

Clase de café Colombia Jamaica Mezcla
Cantidad (kg) m n 6
Precio ($/kg) 72 9 84

De la relacidn existente entre la cantidad y el precio, y su-
poniendo que con la mezcla no va a haber ni ganancia
ni pérdida, establecemos lo siguiente:

72 m+9.n=84-6

Por ofro lado, como la canfidad mezclada debe sumar 6
kg, tendremos:

m+n=56

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones antfe-
riores, hallamos la solucién del problema particular.

Para resolver el problema inicial, basta con sustituir 6 por p.
Ejecucién
Debemos resolver el siguiente sistema:

7,2-m+9-n=8,4-pl
m+n=p ]

Resolviendo este sistema se obtiene: m = %; n-= %E
Respuesta

Por tanto, la mezcla debe estar compuesta de un tercio de
café de Colombia y de dos tercios de café de Jamaica.
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Experimentacién con la posible solucién

Este método, muy Util en geometria, consiste en suponer
una posible solucién del problema que se nos plantea y
verificar que esta satisface las condiciones del enunciado.

Si es asi, ya hemos resuelto el problema. Si no es asi, es
posible que hayamos encontrado una pista que nos con-
duzca a la solucién correcta.

De todos los rectdngulos de igual dreqa, determina cudl

es el de menor perimetro. M

Comprensidn del enunciado

Se trata de hallar las dimensiones del rectdngulo de me-
nor perimetro de entre todos los que tienen igual drea.

Planificacién

Sabemos que el cuadrado es, de entre todos los rectdn-
gulos de igual perimetro, el de drea mdaxima. Parece en-
tonces razonable pensar que sea también el de menor
perimetro de todos los de igual drea.

Si conseguimos demostrarlo, habremos resuelfo el problema.
Ejecucion

Sean ay b los lados de un rectdngulo de drea s. Tenemos
que:s=axb

Asi pues, el lado de un cuadrado de drea S serd:
| = \/s_ =\Ja-b

Calculamos ahora los perimetros Pry Pc del rectdan-
gulo y del cuadrado de drea S:

P=2(a+b)=2a+2b
P=4.1=4/ab
Se cumple que ya que:
2a+2b-4Va-b =(\2a -\2b)?>0

Asi pues, para cualquier rectdngulo que considere-
mos con igual drea a la de un cuadrado de drea S.

Luego el cuadrado es, de tfodos los rectdngulos de
drea S, el de menor perimetro.

Respuesta

De todos los rectdngulos de igual drea, el cuadrado
es el de perimetro minimo.

Blusqueda de un problema similar resuelto

Esta estrategia consiste en la buUsqueda de semejanzas
entre el problema que se pretende resolver, o una parte
de él, y ofro resuelto con anterioridad.

Légicamente, cuantos mds problemas hayas resuetto ante-
riormente, mds Util te serd esta estrategia, puesto que aumen-
ta la probabilidad de encontrar un problema similar.

En un desfile, un grupo de bastoneras se dispone en for-
ma de tridngulo del siguiente modo: una bastonera en
la primera fila, dos en la segunda, tres en la tercera y asi
sucesivamente hasta un total de 15 filas.

Calcula el nimero de cachiporreras que componen el

ete P> soucion]

Comprension del enunciado

Debemos calcular la suma de las bastoneras que compo-
nen cada una de los filas, es decir:

1+2+3+4+5+..+14+15=;7?
Planificacién

La resolucién del problema se reduce a calcular la suma de
los 15 primeros ndmeros naturales.

Este enunciado nos recuerda un problema que resolvimos
con anterioridad al estudiar la estrategia de simplificacion y
buUsqueda de regularidades.

En aqguel caso feniomos que calcular la suma de los 10 pri-
meros ndmeros naturales. Para ello sumamos los extremos y
multiplicamos por la mitad del nimero de términos.

Podemos aplicar el mismo método para resolver el proble-
ma planteado en esta ocasion:

1+2+3+..+13+14+15

1+156=2+14=3+13=..

Ejecucién

a+ 125)-15= 120

Respuesta

El desfile estd compuesto por 120 bastoneras.
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Modificacién del enunciado

En ocasiones puede modificarse el enunciado de un problema de manera que obtengamos otro equivalente cuya reso-

lucién resulte mas facil.

Calcula el volumen del Comprensién del enunciado
cuerpo de la figura.

e Debemos hallar el volumen
del cuerpo representado en

la figura.

Planificacién

No existe una férmula gue nos
dé directamente el volumen,
s pues no se frata de ningudn
et poliedro ni de un cuerpo de
revolucion.

Busqueda de un contraejemplo

Esta estrategia se utiliza para demostrar la falsedad de un
enunciado matemdtico. Puesto que un enunciado expre-
sado de manera general ha de cumplirse siempre, si en un
caso particular (confraejemplo) no se cumple, el enuncia-
do ya no es vdlido.

Averigua si el siguiente enunciado es falso: 2" + 3 es un nime-
ro primo para cualquier nimero natural n que consideremos.

Comprensidn del enunciado

Se trata de ver si la expresion 2" + 3 es un ndmero primo para
cualquier nimero natural n.

Planificacién

Calculamos, para varios valores de n, el valor de 2" + 3. Si
para algun valor de n el resultado no es un numero primo,
podemos afirmar que el enunciado es falso.

Ejecucién

n-1=2"+3=5, que esun ndmero primo.

n-2=2"+3=7 que es un ndmero primo.
n-3=2"+3=11, que es un numero primo.
n-4=2"+3=19, que es un numero primo.

n-5=2"+3 =235 gque no es un nUmero pPrimo.
Respuesta

No es cierto que 2" + 3 sea un nUmero primo para cualquier
ndmero natural n.

Sin embargo, podemos inscribir
esta figura en un cubo de lado 2a
y dividir este cubo en 8 cubos mds
pequenos mediante planos perpen-
diculares que pasen por su centro. Si
redistribuimos el espacio no ocupa-
do por la figura, vemos que el volu-
men que esta ocupa es el del cubo
menos el de la esfera de radio a.

Ejecucién

chbo -V

esfera

= (2a)*- % ma’ = 8a’ - % ma’

Respuesta 3,gla?

Reduccién al absurdo

Esta estrategia se utiliza para demostrar afirmaciones.
Consiste en suponer la falsedad de lo que se quiere de-
mostrar y llegar asi a una confradiccioén.

Demuestra que |2 no es un nimero racionw

Comprensidn del enunciado

Se trata de demostrar que ﬁ no es un ndmero racional,
es decir, que no existe ninguna fraccién que lo represente.

Planificacién

Suponemos que ﬁ es un ndmero racional. Si esta suposi-
cién nos conduce a una contradiccidn, quedard demos-
frado que ﬁ no puede ser un nUmero racional.
Ejecucién

Si\/2 es un niimero racional, existird una fraccion irreduc-
ble que lo represente:

V2 = %; M.C.D. (ab) =1

Elevamos al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

a2

g
Esto es absurdo, pues si a 'y b no tienen factores comunes,
al ser M.C.D. (a, b) = 1, tampoco los tendrdn a? y b? Por

tanto, su cociente no puede ser igual a 2.

Respuesta /2 no es un ndmero racional



Ejercicios

D Conceptos estadisticos

1.

5.

El tiempo invertido por los participantes en una
prueba de atletismo en cubrir el circuito es una
variable estadistica:

a. Cualitativa.
b. Cuantitativa discreta.

c. Cuantitativa continda.

Al realizar un estudio estadistico es conveniente
escoger una muestra:

a. Siempre.
b. Sila poblacién es muy grande.

c. Solo si los individuos son seres humanos.

Un profesor efectia un examen para conocer el
nivel de sus alumnos al empezar el curso.

a. Explica por qué este proceso es un estudio es-
tadistico.

b. Indica la poblacién y la variable estadistica.

c. Razona de que tipo es la variable estadistica.

Define |la frecuencia absoluta y la frecuencia re-
lativa de un valor de una variable estadistica en
una serie de datos y, a continuacién, responde:

a. (Cudnto suman las frecuencias absolutas de
todos los posibles valores de una variable esto-

distica? ¢Y las relativas? Justifica tus respuestas.

Indica tres variables estadisticas discretas y tres
continuas que se puedan considerar en el con-
junto de alumnos de tu clase.

Se quiere efectuar un estudio estadistico para
averiguar el tipo de comercio preferido por las fa-
milias ecuatorianas para hacer sus compras.

a. ¢Es necesario tomar una muestra?

b. En caso afirmativo, propdn diferentes formas
de escogerla, valorando, en cada caso, sus
ventajas y sus inconvenientes.

Considera que vas a efectuar un estudio sobre
la asignatura preferida por los estudiantes de tu
centro escolar a partir de una muestra aleatoria
de 40 personas. Expdn el método que emplearias
en la seleccién, detallando sus ventajas y sus in-
convenientes y, por tanto, los posibles problemas
de falta de representatividad de la muestra.

D Tablas de frecuencias

8.

10.

Se ha preguntado a los 24 alumnos de una clase
el nimero de veces que han ido al cine durante
el Ultimo mes. Las respuestas han sido: 2, 0, 3, 4, 0,
1,2,3,0,2,4,0,5,1,0,3,2,1,0,0,2, 1,0, 2. Elabora
la tabla de frecuencias correspondiente.

Las precipitaciones medias anuales, expresadas
en milimetros, en los Ultimos 50 afos medidas en
una estacién meteoroldgica son las siguientes:

320, 355, 475, 360, 450, 625, 420, 250, 390, 300, 460,
450, 255, 330, 330, 375, 390, 520, 570, 250, 455, 725,
570, 405, 635, 575, 350, 560, 460, 535, 410, 475, 390,
350, 395, 410, 610, 445, 725, 390, 610, 385, 345, 450,
635, 420, 550, 460, 485, 620.

Agrupa estos datos en diez infervalos y construye
la tabla de frecuencias correspondiente

Confecciona la tabla de distribucion de frecuen-
cias referente al nimero de hermanos de los 25
alumnos de una clase si dispones de la siguiente
informacion:

a. La frecuencia absoluta acumulada del dato 0
hermanos es 2.

b. La frecuencia relativa acumulada del datfo 1
hermano es 0,4.

c. Hay alumnos que tienen dos hermanos.

d. La frecuencia relativa del dato tres hermanos
es 0,16.

e. Lafrecuencia absoluta del dafo 4 hermanos es 1.

. Al lanzar un dado cuarenta y dos veces, obtene-

mMos los siguientes resultados.

3,2,1,6354,24,264,1,64,51,1,2,64,3,4,
3,2.1,2,531,5656,2,4,1,65,1,2,6

Elabora una tabla de distribucion de frecuencias
con las frecuencias relativas y las relativas acumu-
ladas expresadas en porcentaje.

. Las masas en gramos de 33 piezas producidas

por una mdguina son:

6,8: 6,5, 6,9:70;68; 6,7, 69,64, 70; 71, 6,7, 6,6, 64;
6,7:72; 6,8; 69; 6,9; 65, 70; 69; 6,7; 6,5; 6,8, 70; 6,8;
6,4;6,9;71,70;6,6;6,6;6,8

Agrupa estos datos en seis infervalos que vayan
de 6,35 g a 7.25 g, y confecciona una fabla de
distribuciéon de frecuencias.
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13.

y problemas propuestos

La siguiente serie de datos corresponde al ndme-
ro de fitulos publicados en Espana sobre mate-
mdticas entre 1998 y 2006: 1 066, 924, 1 147, 945,
962, 895, 822, 717, 691. Construye la tabla de distri-
bucién de frecuencias y el diagrama de barras
correspondiente.

. A'los 100 empleados de una empresa de piezas

de precision, se les ha realizado una prueba de
habilidad manual. En una escala de 0 a 100 se
han obtenido las siguientes puntuaciones:

27,66, 32, 55, 46, 37,75, 81, 18, 33, 47, 74, 37, 52, 47, 66,
80, 87, 37, 29,46, 15, 29, 90, 76, 67, 23, 35, 94, 23, 25, 56,
73,78,17,28, 76,58, 45, 36,55, 60, 17,56, 23, 82, 64, 50,
51,45, 37,65, 62, 26, 69, 36, 54, 42, 40, 54,27, 62, 28, 65,
46, 92, 36, 33, 23, 66, 18, 82, 47, 49, 59, 45, 73, 43, 47,
83,78, 65, 39, 36, 53, 91, 38, 35, 68, 78, 91, 23, 34, 43,
55, 56, 74, 56, 62, 38.

Agrupa estos datos en intervalos de amplitud 10,
y confecciona una tabla de distribucién de fre-
cuencias.

D Graficos estadisticos

15.

Los graficos mds usuales para representar varia-
bles cuantitativas continuas son:

a. Pictogramas
b. Diagramas de barras

c. Histogramas

16. Se han lanzado 10 monedas 200 veces obtenién-

17.

dose, en cada lanzamiento, el nimero de caras
que indica la siguiente tabla:

NUmero de 0 1 5 3 4 5
caras

Nomerode g 5 | ;93 | 43 | a4
veces

NUmero de 6 7 8 0 10
caras

NUmero de 47 2 8 5 0
veces

—Construye un diagrama de barras que refleje
estos datos.

Los datos correspondientes a un ejercicio de fle-
xiéon de brazos realizado por 250 alumnos de 1°
de Bachillerato figuran en la siguiente tabla:

Numero de flexiones Ndmero de alumnos

[0.5) 4
[5, 10) 43

[10,15) 61

[15, 20) 56

[20, 25) 32

[25, 30) m

[30, 35) 4

[35, 40) 1

[40, 45) 1

—Representa grdficamente estos datos mediante
un histograma vy traza el correspondiente poligo-
no de frecuencias.

18. Las masas en gramos de 33 piezas producidas
por una mdaquina son:

6,8; 65,6970, 68; 6,7, 69; 64, 70;7.1; 6,7, 66, 6,4;
6,7, 72, 6,8; 6,9, 6,9, 65,70 69; 6,7; 65, 68, 70, 6,8;
6,4;6,9;71;70;6,6;6,6;6,8.

A partir de estos datos, representa medianfte un
histograma:

a. Las frecuencias absolutas y traza el poligono
de frecuencias.

b. Las frecuencias absolutas acumuladas y traza
la ojiva correspondiente.

19. El nimero de socios de una ONG, por edades, es
el siguiente: 16 634 menores de 30 anos; 41 395 de
entre 30 y 40 anos; 58 011 de 40 a 50 anos; 39 409
de 50 a 60 anos; 14 936 de 60 a 70 anos, y 10 222
mayores de 70 anos. Confecciona el diagrama
de barras y el diagrama de sectores.

20. Las horas de estudio que 50 universitarios dedica-
ron a la preparacién de un examen fueron:

25,16, 42, 8, 36,25, 19, 14,12, 18, 21, 36, 46, 24, 18, 26,
31,42,26,16, 5,29, 14,20, 26, 19, 32, 45, 28, 17, 34, 28,
9,15, 24, 40, 36, 32, 23, 25, 35, 35, 26, 18, 7,22, 17, 12,
16, 32.

Agrupa los datfos en siete infervalos comenzando
en el valor 2 y acabando en el valor 51.

a. Construye la tabla de distribucion de frecuen-
cias correspondiente. Expresa las frecuencias
relativas en porcentaje.

b. Representa las frecuencias relativas acumula-
das mediante un histograma.



y problemas propuestos

21. Segun el diario El Mundo las aportaciones de la b. A continuacién, elabora las tablas de distribucion

ECHO (European Community Humanitarian Offi- de frecuencias para cada una de las preguntas
ce) alas principales agencias humanitarias de la y representa los resultados utilizando los graficos
ONU son las siguientes: mds convenientes.
c. Expdn en clase los resulfados y extrae conclusiones.
Agencia Millones de euros
ACNUR (Alto Comisionado de la B L )
ONU para los Refugiados) 520 25. Conéctate a la pdgina wwwinec.gob.ec/esta-
PAM (Programa de Alimento- oot Sls’ngcs é ycbuscq |nfo|erCOC|on sobre el Indice de
cién Mundial) recios de Consumo (IPC).
UNICEF (Fondo Internacional de Consfl’uye un grélfICO eVOIUﬂVO de |O VOriOCién in'
la ONU de Auxilio a la Infancia) 40 teranual del IPC en Ecuador durante el periodo
OMS (Organizacién Mundial de 2000-2010.
14
Salud)
PNUD (Programa de la ONU . 26. Al preguntar a cada uno de los alumnos y alum-
para el Desarrollo) nas de una clase por su nimero de hermanos, se
UNDHA (Departamento de Asun- . obtuvieron los siguientes datos:
fos Humanitarios de la ONU) 1,0,21,3,21,50041,22301211320,
0111422
—Construye un diagrama de barras y un diagrama
de sectores que reflejen estos datos. a. Elabora unatabla de distribucién de frecuencias.

b. Representa las frecuencias absolutas median-
22. Los goles logradas en un campeonato por 25 de- fe un diagrama de barras.
lanteros fueron:

8,10, 12,12,10,10, 11, 11,10, 13,9, 11,10,9,9, 11,12, 27. Elabora un grdfico evolutivo que indigue las salas
9,10,9, 10,9, 10, 8, 10. de cine abiertas en una comunidad a partir de

i estos datos.
Resume los datos anteriores en una tabla de fre-

cuencias absolutas y relativas, y dibuja el corres-
pondiente diagrama de barras. Ano 2006 | 2007 | 2008 | 2009 @ 2010

Salosdecine | 3580 | 378 417 | 469 | 508

23. En 1797 el cientifico inglés Henry Cavendish midié
la densidad de la Tierra a fravés de una balanza
de torsion. Realizd 29 observaciones y obtuvo los  28. Cinco fabricantes A, B, C, D y E elaboran la totali-
siguientes valores (en g/cm?®). dad de cierto producto de consumo. Si A friplica
las ventas de B, B las de C, Clas de Dy D las de
550 561 488 507 526 555 536 E. ¢cudl es la frecuencia relativa de las ventas de

529 558 5,65 557 5,568 5,63

529 544 534 579 510527539 542 cada uno?

547 563 534 546 530 5.75 —Representa estas frecuencias relativas mediante
568 5,85 un diagrama de sectores.

Agrupa los datos en cinco clases de amplitud

0,25, considerando como limite inferior de la pri- 29. A partir de la siguiente serie de datos: A, C, A, A, B,
mera clase el valor 4,75 y construye la correspon- D.A C. DB AEAB,CEB,D,B,C.

diente tabla completa de frecuencias.

a. Dispdn los datos en una tabla de distribucion
24. Forma grupos para resolver los problemas siguientes: de frecuencias.

a. Cada grupo deberd elegir un tema a propuesta b. Dibuja el diagrama de sectores correspon-
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de escoger una muestra representativa. al dato A?
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y problemas propuestos

B Medidas de centralizacién

30.

3.

32.

33.

34,

35.

Dada la distribucién siguiente:
3,4,55,4,3,7.5,6,5,5,7,2,3y5.

Los valores de la moda, la media aritmética y la
mediana son, respectivamente:

a. 546,55
b. 5425
c. 5465

Supongamos gue un grupo de alumnos presenta
las siguientes estaturas (en cm):

160, 161, 161, 163, 172, 190, 191, 192, 198
a. Halla la moday la mediana.

b. ¢Crees que la moda o la mediana, en este caso,
describen acertadamente al grupo de alumnos?

Para conocer el consumo en kw/h en una zona
residencial de Guayaquil, en horas pico, se foma
una muestra aleatoria de 15 viviendas de la zona
y estos son los resultados:

130, 145, 135, 1585, 180, 200, 210, 190, 185, 206, 192,
140, 156, 167 y 180.

a. Calcula el consumo promedio en Kwh de di-
cha zona en horas pico.

b. Determina la moda y la mediana.

En un estudio estadistico sobre la cantidad de ve-
ces que practican deporte un grupo de 1° de ba-
chillerato del colegio «X» las respuestas obtenidas
fueron:

501124333221yl

a. Halla los pardmetros de centralizacion estudio-
dos para el conjunto de datos.

b. ¢(Qué conclusiones puedes deducir de los re-
sultados obtenidos?

Demuestra que si es la media aritmética de una
distribucién, la media de la distribuciéon obtenida al
mulfiplicar todos los valores de la primera por una
constante ¢ queda fambién multiplicada por c.

La produccién mundial de crudo entre 1990 vy
1999 en miles de barriles diarios se muestra en la
tabla siguiente:

Ao Produccién
1990 60 446,6
1991 59 920,5
1992 600391
1993 59 8271
1994 60480,0
1995 61 494,0
1996 63 486,1
1997 65 4679
1998 66 149,0
1999 64 564,1

Fuente: PEMEX (Petréleos de México).

a. Construye un grdfico evolutivo que refleje es-
tos dafos.

b. Calcula la produccién media en estos anos.

36. Los pesos de los 65 empleados de una fdbrica

vienen dados por la siguiente tabla:

Peso fi
[50, 60) 8
[60, 70) 10
[70, 80) 16
[80, 90) 14

[90, 100) 10
[100, 110) 5
[110, 120) 2

a. Halla el peso promedio de los empleados.

b. Construye el grdfico representativo para estos
datos

37. Calcula los pardmetros de centralizacion y de dis-

persién para los datos de esta tabla:

Intervalo | [0,3) | [3,6)  [6.9) [0 12) [12 15)

n 1 4 25 5 15

1

38. Calcula la moda, la media aritmética y la media-

na en la distribucién de datos que aparece en
esta tabla.

Intervalo de clase | [2,8) | [8,14) | [14,20) @ [20, 26)

n 1 4 25 5

1
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39. Una mdquina produce piezas que, tedricamente, 44, El histograma de la distribucion correspondiente al
han de medir 50 mm. Seleccionada una muestra peso de 100 alumnos de bachillerato es el siguiente:
de 39 piezas, se obtuvieron las siguientes medi- 0
das, expresadas en milimetros. 404
49, 49, 50, 52, 50, 50, 49, 50, 52, 51, 50, 47, 50, 51, 49, . 27
50, 50, 51, 49, 52, 50, 51, 50, 51, 50 ,50, 51, 50, 48, 50, 204 18
53, 50, 52, 49, 50, 53, 49, 48 y 55. 8
b 5
—Calcula la moda, la media y la mediana de 0
esta muestra. 60 63 66 69 72 75
40. La siguiente tabla muestra el consumo de gasol a. Elabora la tabla de la distribucion.

na de cierto vehiculo (en litros cada 100 km), cal-
culado en doscientas ocasiones.

b. Calcula la media, la moda y la mediana

Infervalo | [6,7) | [7.8)  [8.9)  [9.10)  [10,11) BMedidas de dispersion y de posicion
n n 39 67 56 27

1

45, El precio, en délares, de un mismo artficulo en dife-
—Determina manualmente la moda, la mediana rentes tiendas viene dado por esta serie de datos.

y la media aritmética de la distribucién de datos.
2,50; 2,50; 2,50; 2,50; 2,55; 2,55, 2,55, 2,60; 2,60; 2,60;
2,60; 2,65; 2,65; 2,70; 2,70; 2,70; 2,75; 2,75; 2,80; 2,80;

41. La siguiente tabla muestra la duracién (en horas) 285V 290
.85y 2,90.

de freinta focos de cierta marca.
—Calcula la media aritmética y la desviacién tipi-

Duracién N.° de focos ca de estos datos usando tu calculadora.

[310, 420) 1

[420, 530) 10 46. Los 40 alumnos de una clase han obtenido las si-
guientes calificaciones, sobre 50, en un examen

[530, 640) 10 de Fisica.

640, 750 5

[ ) 3. 15,24, 28, 33, 35, 38, 42, 23, 38, 36, 34, 29, 25, 17, 7,

[750, 860) 3 34, 36, 39, 44, 31, 26, 20, 11, 13, 22, 27, 47, 39, 37, 34, 32,

[860, 970) 1 35, 28, 38, 41,48, 15,32y 13.

. 2 ) —Construir la tabl fre ncias.
—Determina la duracion media de los focos Construir la fabla de frecuencias

—Calcula:

42. Elabora el hisftograma de frecuencias absolutas
correspondiente a los datos de la siguiente tablay
halla la moda, la medianay la media aritmética. b. Elrango, varianza y desviacién tipica.

a. Lamoda, mediana y media.

Infervalo | [0.1) | [1.2) | [23) | [3.4)  [45 47. Las alturas de los jugadores de un equipo de ba-

n, 22 2 8 9 5 loncesto vienen dadas por la tabla:
) coledla Atura N deiv-

43. Se desea llevar a cabo un estudio estadistico de a. La media, medianay gadores -
la edad de los visitantes de un museo. Para ello, se moda [170,175) 1 \'§
considera una muestra representativa y se obtienen o . [175,180) 3 §
estos resultados: 13, 15, 18, 22, 21, 35, 38, 45,20, 21, 19, b. La desviacion media ' g
24,28, 67,26, 24, 31, 23,25, 27,25, 16, 17,19, 20y 21. [180,185) 4 >

[185,190) 8 g
—Calcula, usando la calculadora, la media aritmé- [190,195) 5 %
ticay la desviacioén tipica de los datos anteriores y &
) [195,200) 2
comprueba si tu respuesta es correcta.
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48. Sea una distribucion estadistica que viene dada 53. La realizaciéon de una prueba de habilidad moto-

por la siguiente tabla: ra por parte de 60 ninos han dado los resulfados
que siguen:

fdad | [02) |29 | [46) | [68 | [819) 16,35, 18,23, 75,81, 19, 27, 15, 18, 63, 45, 31, 32, 45, 18,

fi 4 h 24 34 40 29,17, 30, 77,76, 75,19, 15, 23, 35, 81, 15, 81, 41, 76, 24,

27,69, 15,18, 13, 18, 76, 14,29, 31, 52, 46, 18, 17, 35, 62,

—Calcula: 44,31,18, 27,32, 74,19, 31, 47, 19, 82 y 50.

a. La media aritmética y desviacion tipica.
Agrupa estos datos en infervalos de amplitud cin-

b. ¢Entre qué valores se encuentran las 10 eda- co, y redliza la correspondiente tabla estadistica
des centrales? completa.
c. Representa el poligono de frecuencias absolu-
tfas acumuladas. 54. Se ha realizado un test de habilidad numérica a
los alumnos de una clase. Los resultados obteni-
dos son:

49. En una clase se han recogido datfos de los hdbitos
de lectura de los alumnos en el Ultimo ano.

Punfos | [10,15) | [1520) | [2025) [2530)  [30.35)

Libros leidos [0.1] | [2.4) @ [57] [8.10]
Alumnos 6 9 5 2

Alumnos 4 6 6 10 8

a. Representa los datos mediante un histograma.

a. Representa la informacién en un grdfico. ) o, )
9 b. Calcula el promedio de la puntuaciéon obteni-

b. Calcula la media, la moda y la mediana. da por el grupo en el fest.
c. Caleula la desviacion media, la varianza y la c. Halla la moda, mediana, desviacién fipica y
desviacion tipica. desviacion media. Interpreta los resultados.

calcula: vigjeros, por meses, en establecimientos hoteleros
a. Mediay desviacién tipica. durante el ano 2014 en Ecuador.
b. Percentiles 20 y 80. 2775738, 3205 892,4 143 343, 4 931 385, 5 724 555,
5834 331, 6 415 298, 6 986 211, 6 349 504, 5 447 890,
X 012 | 7 | 46 13 3570 715, 3 204 082
n 10 100 60 30

—Calcula el promedio anual de vigjeros y luego

. - o calcula la desviacion tipica para ver si esa media
51. Utiliza alguna calculadora de estadistica descripti- es representativa de todos los meses del afo.

va para calcular la moda, la media aritmética, la
varianza y la desviacion tipica de la siguiente serie
de datos, que corresponden a la edad en que se 56, Se ha hecho una encuesta sobre el nimero de

casaron un fotal de 20 personas encuestadas: hijos en 50 familias, con los siguientes resultados:

26, 28, 26, 29, 32, 35, 37, 26, 29, 32, 34, 34, 32, 34, 37, 021,252 1,1,1,4,0,0,2,0,4,4,1,1,2.2.3, 1,2,

40, 32, 25, 36, 32y 38. 3.03,3,1,2222445,1,1,3,3,2,1,0,1,1,3,3,3,
2,2y4

C

N}

9 52. Una distribucién estadistica viene dada por la si- ,

S Uiente tabla: P a. Construye la tabla de frecuencias absolutas

§o] . '

e 9 acumuladas y relativas acumuladas.

9

2 Infervalos | [10,15) | [15,20) | [20.25) = [25,30) | [30,35) . Calecula el numero promedio de hijos por fami-

5o, X lia, la moday la mediana.

2 fi 3 5 7 4 2

e c. Calcula las desviaciones de los dafos a su me-
—Halla la media y percentil 70. diay el percentil 40
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57. En la fabricacién de un determinado tipo de fo-
cos, se han detectado algunos defectuosos. Se
han estudiado 200 cajas de 75 bombillas cada
unay se han obtenido los siguientes resulfados:

Defectuosas 1 2 3 4 5 6 7 8
N°decajas 5 15 38 42 49 |32 17 2 200

a. Completa la tabla de frecuencias.

b. Calcula la mediana, la media aritmética, la vo-
rianza y la desviacién tipica de la distribucion.

58. Construye la tabla de distribucién de frecuencias
de la siguiente serie de datos correspondientes a
la temperatura minima registrada en una ciudad
a lo largo del mes de febrero:

84-8-7-26-46-24-12-1-2-22-3-3644-46-
3-24-14-24-12-22-2-7866-52-16-4-38-5

59. Construye la tabla de distribucién de frecuencias
de la siguiente serie de datos correspondientes al
tiempo, en minutos, que tardan los alumnos de un
Curso en ir a su escuela:

10,0,2,21,24,3,7,8,5,9,8,6,5,6,12,14,4,1,2,3, 4,
3,4,16y 6.

60. Lanzamos un dado 25 veces y obtenemos los si-
guientes resulfados:

532651,232151524561,244224y3.

—Calcula el promedio de los datos, la mediana y
el percentil P,.

blnterpreiacién de informacién
estadistica

61. Los datos que aparecen en el siguiente grdfico
corresponden a los alumnos matriculados en la
universidad en un determinado curso escolar.

I Total

[ Mujeres

T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14.000 16.000 18.000

N° alumnos

a. ¢En qué curso hay mayor porcentaje de chicos?

b. ¢Hay algdn curso en que el porcentaje de mu-
jeres doble el de hombres?

c. (Cudl es el porcentaje de chicas del total de
las facultfades?

62. El siguiente histograma muestra la edad de los fro-
bajadores de una empresa.

a. ¢Cudntos trabajadores hay en esa empresa?

b. ¢(Qué porcentaje de trabajadores tienen entre
20y 30 anos?

c. (Qué porcentaje de ellos tienen menos de 25
anos?

g T

1 1 ] /] /] L L L
[ e R T e L - e T

E
A6EA

63. Este grdfico muestra los resultados de un estudio
sobre hdbitos de lectura:

a. ¢Qué grupo de poblacién lee mds?

b. ¢En qué segmento de edad las diferencias por
SEX0 soN Mmayores?

c. Andliza la influencia de la edad y del sexo en
los resultfados de la grdfica.

100 %
o
oo | 8980%

80% Lh““-\__‘l 9

— 1 mujer
—{}— hombre

70 %1 L
7090% T

9
:g ; 6210% —0r- 53,30 %
) 5630% 4480 %
40%
o \“‘\::‘.;33,70 %
b
0% 28,70 %

10 %

0% T L T T T
De 14a24afos De25a44afos De 45a 54 afos De 55 a 64 afos  Mds de 65 afos

64. Observa estas dos pirdmides de poblacién co-
rrespondientes a dos paises, Ay B.

a. (Qué porcentaje de la poblacidén del pais A
estd constituida por mujeres entre 35 y 39 anos?

Prohibida su reproduccion
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b. (Qué porcentaje de personas del pais B tie-
nen entre 70y 74 anos?

c. (/Qué porcentaje de personas del pais B son
menores de 14 anos?

d. ¢(Cudl de los dos paises crees que se encuen-
fra en un proceso de desarrollo? Justifica fu

respuesta.

Hombres A

do8s
80-84
7579

Mujeres

]

70-74
65-69
60-64
55-59
50-54
a5-29
0-44
3539
30-34
35-39
20-24
15-19
10-14

i,

I

12 3 a5 %

T
o)
3
o
o)
a

Mujeres

il

% 5 4 3 2 1 0 o 1 2 3 4 5 %

65, El siguiente grafico muestra la edad media de los
consumidores de opidceos o cocainad registrados
por el SEIT (Servicio Estatal de Informacién sobre
Toxicomanias).

B Muertes

Il rctomiento [ Urgencias [l Inicio del consumo

30

25

\

20 —

5 I I I I I
1987 1988 1989 1990 1991 1992

a. Di si las siguientes afirmaciones son ciertas o
falsas:

—Existe una tendencia al aumento progresivo
de lo edad media de los consumidores de
opidceos en los tres indicadores del SEIT (frata-
mientos, urgencias y mortalidad).

—Desde 1991, la edad media de los consumido-
res atendidos en urgencias es inferior a la de
los admitidos a tratamiento.

—Se aprecia una lenta, pero muy consistente,
tendencia al aumento de la edad media de
los que se inician en el consumo de opidceos
o cocaina.

b. Busca informacién y comenta con tus com-
paneros los problemas de salud relacionados
con el consumo de drogas.

Prohibida su reproduccion
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66. Para estudiar la fiabilidad de dos tipos de test de
control de alcoholemia, se efectian varias prue-
bas de cada uno de ellos a una misma persona.
Los resultados obtenidos son:

Test A:x =0,09 mg/dLy x =0, 02 mg/dL
TestB:x =0, 09 mg/dLy x =0, 05 mg/dL

¢Qué test es mds fiable? Justifica tu respuesta.

67. Un tipo de pieza determinado es fabricado por dos
marcas comerciales. Para comparar ambos fabri-
cantes fomamos una muestra de 10 piezas de cada
marca y observamos su duracion, en semanas.

Marca A: 23, 24, 24, 25, 22, 24, 25, 24, 23 y 25.
Marca B: 22, 24, 25, 23, 24, 24, 24, 26, 24 y 23.

Segun los resultados obtenidos, ¢qué marca es
preferible comprar? ¢ Por qué?

68. En un lugar se mide la tfemperatura durante quin-
ce dias y se obtienen estos valores (en °C): 13, 15,
12,17,18, 10, 18, 19,22, 19, 16, 17,18, 18 y 18.

a. Construye |la tabla de frecuencias.

b. Calcula todos los pardmetros estadisticos que
has estudiado en esta unidad.

69. El nUmero de fallos cometidos por los alumnos de
una clase en un test fue:

N.° de fallos 0 1 2 3 4 5
N.° de alumnos 5 7 1 4 2 1

—¢Cudl fue el nUmero medio de fallos cometidos
por los alumnos?

70. Halla la moda, la media aritmética y la mediana
de esta serie de datos.

9,75, 9,50; 9,50; 9,25; 9,50; 9,75

—Determina los diferentes pardmetros de dispersion
(recorrido, desviacién media, varianza y desvia-
cioén tipica) de la serie.

71. Esta tabla recoge la masa en gramos de cien
comprimidos de un determinado medicamento.

a. Representa el histograma de frecuencias ab-
solutas.

b. Calcula todos los pardmetros estadisticos que
has estudiado en esta unidad.



y problemas propuestos

Masa (Gramos) N.° de Comprimidos a. Representa los datos de la tabla en un diagro-
ma de barras y un poligono de frecuencias.
(4,45, 4,55) 3
[4,55, 4,65) 23 b. Calcula la varianza y la desviacién tipica de
4,65, 4,75) 56 los datos correspondientes a las temperaturas
[4.75, 4,85) n y las precipitaciones a lo largo del ano.
[4.75, 4,85)
(4,85, 4,95) 2 Mes Ene. Feb. Mar. Abr.  May. Jun.
Temperaturas (°C) 2,5 7 10 10 15 20
72. En una escuela se desea conocer el nivel cultural Precipitaciones (mm) | 12 25 | 30 | 60 | 62 | 45
de sus alumnos. Para ello, se realiza un fest a cien
estudiantes y se obtienen estos datos:
Y Mes Jul.  Ago. Sep. Oct. Nov. Dic.
Punfos | [0.10) | [10,20) | [20,30) @ [30.40)  [40, 50) Temperaturas °C) | 22 | 26 | 23 | 15 | 10 | 5
n 12 34 38 12 4 Precipitaciones (mm) = 24 8 17 80 30 25

¢Qué conclusiones pueden extraerse a partir de es-
tos datos? Justifica tu respuesta teniendo en cuenta /6. Determina la moda, la mediana, la media arifme-

los pardmetros de centralizacion y de dispersion. tica, el recorrido, la desviacion media, la varian-
za y la desviacion tipica de cada una de estas

distribuciones de datos, previa confeccidn de las

73. En un colegio de Quito hemos medido la altura de
tablas adecuadas.

los 25 alumnos. Sus medidas, en cm, se reflejan en la
siguiente tabla, agrupados en intervalos:

9 x 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Alturas N° de alumnos (fi)
n 12 15 9 1817 15 11 6 8
[150,155) 3
[155.160) 7 b X 1819 20 21 |22 23 24 25
[160.165) 6 n | 3 12 54 66 5 5 18 1
[165,170) 4
[170,175) 5

77. A partir de una muestra representativa de cien
—Calcula la varianza y la desviacion tipica. familias ecuatorianas, se han obtenido los dafos
gue aparecen en la siguiente tabla.

74. En una fdbrica de aufos se han pesado 40 piezas

y los resultados de las pesadas, expresados en M Gz ilevikeres 0 1,128,415

gramos, son los siguientes: N.° de familias 5 |20 |3 26 12 2

64,1 664 64 66,7 653 644 639 63 654 643 B ) B )

68.8 666 651 642 685 657 658 631 646 635 —¢Qué puede decirse sobre el nimero de televi-

65 664 673 65764 615 641 65 63 632 sores en los hogares ecuatorianos?

66,9 66,367 66,1 66,8 653 644 645 63,1y 655,

—Confecciona una tabla estadistica para pre- 78. En el archivo de una empresa se han perdido los

sentar los resulfados agrupando en infervalos los datos de las ventas de la década de los afos 90.

valores observados y donde aparezcan también 5

las frelcuencmls absolutas Ocumuladosly las fre- Década 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 00 §

cuencias relativas acumuladas. Toma intervalos 9

de ampilitud de 1 cm. comenzando por 61 Millones de ddlares = 1,25 | 1,82 195 286 X 3.58 qa)

o

75. La tabla muestra los datos sobre la temperatura —Averigua el valor de los datos desaparecidos (X). §

media mensual y las precipitaciones caidas en un si se sabe que la media de las ventas de [os anos g

pueblo del Sistema lbérico a lo largo de un ano. cincuenta al 2000 es de 2,43 millones de ddlares.
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79. A partir de los siguientes resulfados de dos clo-

ses de primero de bachillerato en un examen de
estadistica, determina la clase con mejor rendi-
mientfo y la mds uniforme.

oA Notas 112 83 45 6 7 8 9 10
' N°dealumnos 2 |1 4|57 62 11 1
1B Notas 11234 5 6 7 8 9 10
~ N°dealumnos 4 3 3|1 4 5 32 2 3
80. En’uln examen de mate- T ——
mdaticas, los 30 alumnos
de una clase han obte- on 2
nido las puntuaciones (.2 2
recogidas en la siguien- @3 8
fe tabla: (€X0) 6
. 45) 7
—Hallla Io vgrlgnzo y la :6) 6
desviacion fipica. ©7 1
7.8) 1
89 1
(9.10) 1

8.

82.

En una clase se han recogido datos de los hdbitos
de lectura de los alumnos en el Ultimo ano:

Libros leidos [0.1 [2.4) [5.7) [8,10)

Alumnos 6 9 5 2

a. Representa la informacién en un grdfico.
b. Calcula la media, la moda y la mediana.

c. Calcula la desviacién media, la varianza y la
desviacion tipica.

Calcula la moda, la mediana, la media aritméti-
cq, el recorrido, la desviacién media, la varianza
y la desviacién tipica de los datos siguientes: 3, 5,
5,6,7y8.

a. Mulliplica por 2 cada uno de estos datos y cal-
cula cada uno de los pardmetros estadisticos
gue conoces de los datos asi obtenidos.

b. Multiplica por 5 los datos iniciales y vuelve a
calcular todos los pardmetros estadisticos.

c. Compara los resulfados y extrae conclusiones.
¢Qué ocurre con cada uno de los pardmetros
estadisticos cuando se multiplican por cierto
numero positivo fodos los datos de una serie.

83. En 1797 el cientifico inglés Henry Cavendish midid

84.

85.

—qulq la media, la Peso N.° de cajas

mediana, la moda
497.5 < 499.0 2

y comenta sobre 4990 < 5005 ”

f ' .z 0 < X

la distribucion y sus

medidas. 500.5 < 502.0 9
502.0 <5035
503.5 < 505.0 1

86.

la densidad de la Tierra a través de una balanza
de torsién. Realizd 29 observaciones y obtuvo los
siguientes valores (en g/cm?®).

5,50 5,61 4,88 5,07 5,26 5,565
5,36 5,29 5,68 5,65 557 5.53
5,63 5,29 544 5,34 5,79 5.10
527 539 5,42 547 5,63 5,34
5,46 5,30 5,75 5,68 5,85

Agrupa los datos en cinco clases de amplitud
0,25, considerando como limite inferior de la pri-
mera clase el valor 4,75 y construye la correspon-
diente tabla completa de frecuencias.

Se midid el fiempo, en décimas de segundo, que
tarda en grabarse un mismo archivo en 30 discos
de un cierto fabricante, los datos obtenidos fueron:
38, 35, 76, 58, 48, 59, 67, 63, 33, 69, 53, 51, 28, 25, 36,
32,061,57,49,78,48,42,72,52, 47, 66, 58, 44, 44, y 56.

a. Construye la distribucion de frecuencias.

b. Determina los cuartiles y el rango intercuartilico.

c. Calcula la media, la mediana, la moda, la des-
viacion tipica.

d. Representa grdaficamente la distribucion. Co-
menta el gréfico obtenido.

Un técnico en control de calidad selecciond 30
cajas de cereal de un proceso de produccion y
encontré la siguiente distribucion de pesos (gr).

En cierto barrio se ha constatado que las familias
residentes se han distribuido, segin su composi-
cién, de la siguiente forma:

0-2 12-4 4-6 6-8/8-10

200 90 75 25

Composicion

N.° de familias 110

a. ¢Cudles el nimero medio de personas por familia?

b. ¢Qué porcentaje de familias est&d compuesta por
mds de 4 personas?

c. ¢Cudl es la varianza de composicién de familias?
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87. Dadas las siguientes notas de Estadistica corres- Calcula:
pondientes a 30 alumnos:

53 65 6 5 75 8 7 65 6 45
45 35 4 7 65 5 7 45 5 55

a. La distribucion de frecuencias de los datos.
b. La mediay la mediana.
c. Lavarianzay la desviacion tipica.

75 65 1 .6 95 4 6 75 7 75 d. El percentil 5y 95 de la temperatura.
e

. Porcentaje de dias en que la femperatura es
superior a 45, pero menor a 50.

a. Calcula la distribuciéon de frecuencias.
b. Determina el porcentaje de suspendidos.
f. Representa graficamente la distribucién y co-

c. Calcula el porcentaje de alumnos con nota ‘e .
menta el grafico obtenido.

entre 5y 7.5 ambos inclusive.

d. ¢Que nota minima hay que sacar para supe- Q2. El enfrenador de un equipo de baloncesto duda
rar al 90% de los alumnos? entre seleccionar a Carmen o a Tania. Los puntos
conseguidos por cada una, en una semana de
88. La siguiente tabla muestra la distribucion de edao- entrenamiento, fueron estos:
des de un grupo de jévenes que participan en 182322 2419251 56

unas competencias deportivas:
182618 28221718

Edades (1012) | (1214) | (1416) | (1618) | (18.20]

. ¢Cudl | tiene mejor promedio?
Frecuencia 4 1 24 34 40 a. ¢Cual de las dos fiene mejor promedio

b. Calcula la desviacion tipica.
—Calcula la media, mediana y moda. . .
c. ¢Cudl de las dos es mas regular?

89. Los datos siguientes corresponden a las faltas a
clases en un mes de un grupo de estudiantes de
bachillerato de un colegio «X»:
2,4,3,1,1,4,3,50,7,0,28380228 1906, 14161619 171715171715
3.8,3.1.4,28,020431,151,9183y 1 1915151617 141516 17 16

a. ¢Cudl es el promedio de faltas de los estudian- 16151618 141514 1713 18
tes de bachillerato en el colegio? 1616151617 1517 14 16 16

93. A una academia de baile en la ciudad de Manta
asisten jévenes de las siguientes edades:

b. ¢Cudl es el valor que corresponde a la medioa- 181816181717 17171516

na, y los cuartiles 1y 37
a. Construye la tabla completa de frecuencias.

c. Interpreta los resultados.
P b. Calcula la moda.
c. Determina su media aritmética, varianza y

Q0. Determina la moda, mediana y el primer y segun- A
desviacion fipica.

do cuartil de los para los datos:
d. Halla el valor de la mediana, del percentil 29 y

2,4,3,0,2,1,1,23,3,3,1,1,1,0,1,4,0,1,3,4,0, 1,y 2.
el cuartil 3.

91. Los datos siguientes representan la temperatura 94, En un grupo de 30 nifios, se ha medido el peso, en

del fluido de descarga de una planta para el kilogramos, de cada uno de ellos, obteniendo los 3
fratamiento de aguas negras durante varios dias siguientes resultados: §
consecutivos. ol

30 31 28 25 33 34 31 g
43 47 ol 48 52 50 46 32 26 39 32 35 37 29 5
49 45 52 46 51 44 49 32 40 35 38 31 36 34 5
46 5l 49 45 44 50 48 35 30 28 27 32 33 29 g
50 49 50 30 31
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y problemas propuestos

a. Haz una tabla de frecuencias, agrupando b. ¢Qué amplitud de clase se utilizd en la confec-
los datos en intervalos de la forma que creas cién de la tabla?

mds conveniente, , ) ,
c. Halla la frecuencia relativa, en tanto por cien-

b. Representa gréficamente la distribucion. to, de la clase modal.
d. Calcula la media del ritmo cardiaco de las

% ﬁg;iﬂgg:g:;%?:iﬂ?;ﬂé% N.° de minutos ~fi personas confroladas.
promedio diario que dedk 0<x<15 15 e. Si ninguna persona tuvo 101 pulsaciones por
can a la lectura. La siguiente 15<x<30 | 40 minuto, ¢qué porcentaje de las personas con-
tabla muestra los resultados 30<x<45 | 20 froladas no tenia un ritmo cardiaco normal?
obtenidos. 45<x<60 | 25

98. A partir de los siguientes datos, representa un dio-
grama de barras gue muestre las frecuencias de las
distintas notas musicales:

—Escribe verdadero o falso segun corresponda.
Argumenta las que sean falsas.

a. _ La amplitud de clase utilizada fue 15.

Nota do re mi | fa | sol la Si

Frecuencia (Hz) = 262 | 394 | 330 | 349 392 | 440 | 494

b. _ Lavariable es cuantitativa discreta.

c. __ Ellimite inferior de la tercera clase es 31.

d. _ 55 personas leen menos de 30 minutos. 99. Interpreta el siguienfe histograma: debes especi-

e. _ El tiempo promedio de lectura de los en- ficar el significado de cada uno de los ejes de
cuestados es de media hora. coordenadas.

f. _ Laclase modaly la clase mediana coinciden.

9. _ Tres de cada cuatro encuestados leen mds

de 45 minutos, como promedio.
B Canfidad de

. estrellas
Q6. !En unTolrnocen se hocT:edun Paso e
inventario y se pesan fodos Distancia
ysep 0<x<10 32 R N N I )
los paquetes que hay. La - 20 - Q ™ & & S (anos - 1uz)
. . <x<
siguiente tabla recoge los =X - C
resultados: 20<x<30 1l o . .
30<x<4 7 100. La siguiente fabla muestra las distancias (en
a. (Cudntas clases se utili- | 40<x<50 1 anos-uz y para diferentes infervalos) de las estre-
zaron? llas mds cercanas:
b. ¢Cudl fue la amplitud de clase utilizada? —Representa estos datos en un histograma y com-
c. ¢Cudntos paquetes pesan menos de 20 kg? pru?bo tus relsul’(odos con el applet gue encon-
frards en el siguiente enlace: http://links.edebe.
d. Calcula el peso promedio de los paquetes. com/w453vv
e. Determina la clase modal y clase medianal

Nudmerosde estrellas 1 4 17 24 15

Distancia (Anos-Luz) 04 | 48 812 1216 1620

de los pesos.

97. Al realizar un control en una - -
. - ) Pulsaciones = fi
- revision medica del rifmo car- 16<x<59 | 10 101. Un fabricante de automdviles desea estudiar el
3 diaco de varias personas, se 5 B ) B O consumo de gasoling, en litros por cada 100 km,
3 han obtenido los siguientes 74;)(;87 0 en un determinado modelo. Lleva a cabo una
S resulfados en pulsaciones por T prueba con catorce vehiculos en la que obtiene
= minuto. Se considera normal | 88<x<101 | 30 estos resultados:
g un ritmo cardiaco de 60 @ 100 | 102<sx<T15 | 20
% pulsaciones por minuto. 78:77:78.75:77:78:77.76;78.75,75:77, 78y 7.8.
g
a. ¢Cudntas personas se confrolaron? a. Elabora una fabla de distribucién de frecuencias.

246




102.

103.

104.

y problemas propuestos

b. Determina la moda, la media aritméticay la me-
diana de la distribucion de datos.

Las estaturas de los dieciséis jugadores de un

equipo de futbol son:

1.79; 1,74, 1,83; 1,96, 1,75; 1,68, 1,70; 1,76, 1,78; 1,82;

1.90;1,80; 1,65; 1,.91; 1,86 y 1.89.

a. Agrupa estos datos en cuatro infervalos que
vayan de 1,65 a 1,97, y elabora una fabla de
distribuciéon de frecuencias.

b. Representa |as frecuencias absolutas en un his-
tograma y traza el poligono de frecuencias.

La grdfico repre-  mies de délares

senta la evoluciéon 5738 1

de los beneficios 4 TN

obfenidos durante 50 R i A

. ~ \l_.d-l_- LR !

varios anos por dos 3o W/

empresas  lideres 20 Empresa A
. 10 Empresa B

dentro del mismo 0 I

sector industrial. " 519%19971998 000" 2002 00 A%

a. ¢Qué beneficio medio anual corresponde a
cada una de las empresas?

b. ¢Cudl es mds rentable?

c. Utiliza la calculadora para hallar la media
aritmética y la desviacién fipica del beneficio
anual correspondiente a las dos empresas.

Esta tabla indica los metros cuadrados que tie-
nen los cien departamentos que una agencia
inmobiliaria ha puesto a la venta.

Intervalo
S — [65,70) | [70,75) | [75,80) | [80,85) [85,90)
n, 18 30 24 16 12

—Determina la moda, la mediana, la media aritméti-

105.

cq, el recorrido, la desviacidon media, la varianza y
la desviacion tipica de la distribucidn de datos, des-
pués de la confeccidn de las tablas adecuadas.

Los resultados de un fest de inteligencia realizo-
do a 24 personas fueron:

100,80 ,92 ,101 ,65, 72, 121, 68, 75, 93, 101, 100,102,
97,89, 73,121, 114, 113, 113, 106, 84, 94, 83

a. Obtén la tabla de frecuencias y de porcenta-
jes, ftomando intervalos de amplitud 10.

b. Representa los dafos en un histograma.

106. A partir de los datos, construye la tabla de fre-

107.

108.

109.

cuencias, y calcula e interpreta las medidas de
centralizacion.

23,10,25,12,13,24,17,22
16,20, 26, 23,22,13,21,18
16,19, 14,17, 11, 17,15, 26

Estos son los pesos de los Ultimos 20 pacientes
de una consulta médica. Organiza los siguientes
datos en una tabla de frecuencias y calcula sus
medidas de centralizacion.,

42, 51, 56, 66, 75, 47, 51, 45, 63, 79
69, 59, 50, 70, 5, 62, 54, 60, 63, 58

La tabla adjunta muestra la distribucion de los
salarios/mes en ddlares percibidos por los 65
empleados de la empresa EXCELLENT.

Salario mes N° empleados
500 - 600 8
600-700 10
700 - 800 16
800 -900 14
900 -1000 10
1000 -1100
1100 -1200

Calcula:
a. Salario medio de la empresa

b. Salario, tal que la mitad de los empleados
ganen menos.

c. Salario mds frecuente:

d. Presenta los datos en un histograma.

Al preguntar a 20 estudiantes de un colegio,
sobre el nimero de libros que han leido en el
dltimo trimestre, hemos obtenido las siguientes
respuestas:

3.2,3,1,2,4,3,3,2,3,1,3,3,3,2,2,4,5 4y 2.

a. Elabora una tabla de frecuencias.
b. Representa graficamente la distribucion.

c. Calcula las medidas de tendencia central y
de dispersion estudiadas.

Prohibida su reproduccion
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y problemas propuestos

110. Un estudio realizado A 350 personas sobre la 112. Las indemnizaciones recibidas por los 42 pro-

edad de su pareja, reveld los siguientes datos: pietarios de dreas de cultivo después de los re-
cienfes incendios forestales, se distribuyen del
siguiente modo:

Edad pareja  Cant. de personas
15-20 23 Cientos de ddlares Propietarios
20-25 28 20-50 8
25-30 76 50-100 20
30-35 54 100 -140 8
35-40 60 150 5
40-50 42 220 1
50-70 67

0

. Si las pérdidas se han valorado en mds de
$400.000, puede afirmarse que las indemni-

a. Elabora el grafico que le corresponda. saciones son suficientes.

b. Calcula la media, mediana y la moda
b. Calcula la indemnizacién mds frecuente.

111. Las ditimas cien ventas facturadas por un es- ¢. Calcula la medianay la media.
fablecimiento se habian agrupado en cuatro . o _ .
intervalos de clase, recordamos tan solo la si- d. Siatodos los propietarios se les subiera la in-

demnizacién en $ 2 000. ¢Serian suficientes
las indemnizaciones?, ¢cudl seria enfonces
la media?

guiente informacién:

* El primer infervalo tiene seis semanas como
extremo superior, una frecuencia relativa de 113. Durante la Ultima semana dos librerias han ven-
0.2 y una amplitud de cuatro semanas. dido los libros que ocupan los tres primeros pues-

tos en las listas de ventas a los siguientes precios:

* La marca de clase del segundo y cuarto in-
fervalo son ocho y cincuenta semanas res-

pectivamente. Libreria 1 Libreria 2
Precio = N° Ejemplares Precio = N° Ejemplares

* Hasta el segundo infervalo se acumulan se- 18 10 15 o5

senta ventas.

21 13 19 18

* El tercer infervalo presenta una frecuencia 23 15 20 25

de treinta ventas y una amplitud de treinta

semanas.

a. (Qué establecimiento ha presentado una re-

, L i . i6n media mds representativa?
—Con esta informacién, construye la distribucion caudacio P

de frecuencias y calcula la media, mediana, b. ¢Cudl de los establecimientos presenta una
moda y coeficiente de variacion. mayor disparidad de precios?

Prohibida su reproduccion
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estudia

6®

|
2
Poblaciéon o de una —[Voriobles estadisticas
I

organizacion caracteristicas de los datos representacion

meﬁ@

Tablas estadisticas Pardmetros estadisticos

réficos estadisticos

Pardmetros de centralizacion
*
Moda
Media aritmética
Mediana
Cuartiles

La estadistica se ocupa de recoger, ordenar y
analizar datos para estudiar las caracteristicas o
el comportamiento de un colectivo.

Variable estadistica es la propiedad o caracteris-
tica de la poblacién que queremos estudiar.

Poblacion es el conjunto de elementos que for-
man el colectivo objeto del estudio estadistico. Si
la poblacién es muy grande, se toma una mues-
tra representativa de ella.

Una tabla estadistica consiste en una organiza-
cién de los datos que refleja las frecuencias abso-
lutas y relativas, acumuladas o no, de los valores
que la variable foma en la serie de datos.

La finalidad de los graficos estadisticos es visualizar
con mds facilidad la informacién contenida en las
tablas estadisticas. Los mds utilizados son los diagra-
mas de barras, los diagramas de sectores, los histo-
gramas y los grdficos evolutivos y comparativos.

Los pardmetros estadisticos son valores calculados
a partir de los datos de una serie estadistica que re-
sumen alguna caracteristica importante de la serie.

Los pardmetros de centralizacion: son valores que
pueden considerarse representativos de la serie de
datos.

e Moda, Mo: valor de la variable con una fre-
cuencia absoluta mayor. Clase modal: inter-
valo con mayor frecuencia absoluta.

*  Media aritmética, X : valor que resulta al dividir
la suma de todos los datos entre el niUmero
total de ellos.

< xX-n
N

Pardmetros de dispersion
Recorrido
Desviacion media
Varianza
Desviacion tipica

* Mediana, Me: Valor que ocupa el lugar cen-
fral al situar todos los datos ordenados de me-
nor a mayor. Si el nimero de datos es par, se
suman los dos valores centrales y se divide el
resulfado entre 2. Clase medianal: Intervalo
que contiene la mediana.

* Cuarfiles, se definen como los valores que se-
paran la distribucién en cuartas partes.

8. Los pardmetros de dispersion: son valores que in-
forman sobre la dispersidon de los datos.

e Recorrido, r: Diferencia entre el valor méximo
y el valor minimo de la serie de datos. Tam-
bién se conoce como rango o amplitud.

¢ Desviacion medio, d _: Media aritmética de
las desviaciones de todos los datos respecto
a su media aritmética.
Yx -x|-n
_ 1 1
" N
* Varianza, 6% Media aritmética de los cuadra-
dos de las desviaciones de todos los datos
respecto a su media aritmética.
T |2
> Ix-X| e rxin -x

N N

02_

e Desviacion fipica, o: Raiz cuadrada positiva

de la varianza.
0 =\ o?

Cuando los datos aparecen agrupados en inferva-
los, consideramos las marcas de clase de los diferen-
tes intervalos como diferentes valores de la variable
X,y sus frecuencias absolutas como n, .

c
0
(6]
6]
)
§o
Q
Q
o
>
>
[}
o
Q
<
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ﬂ Para finalizar

eccccccccccccccccccccces®

. @ en 1o siguiente tabla ey | Nimer (©) Los temperaturas medias mensuales, en
3 eso (g i i
: aparece el peso (en de veces grados Celsps, de dos ciudades du[on‘re
: gramos) de 100 com- | [445.458) 1 los nueve primeros meses de un ano se
s primidos de un determi- [4.55, 4,65) 2 muestran en esta tfabla: S
: nado medicamento. [465,475) 10 :
. Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul.  Ago. Sep. .
5 ) [4.75, 4,85) 21 .
a. Construye el histo- 1485, 495) 3 CiudodA | 27 | 36 | 81 | 123 | 165 221 267 289 | 226 -+
: rama y el poligono
N g f y p g [4’95' 5.05) 18 Ciudad B 84 105 | 126 @ 146 171 186 | 22,7 @ 249 21,1
: e frecuencias. 1505, 515 0
b. Caleula la media | [b15.525) | 4 a. Construye un gréfico comparativo
: o.rl’rrrlmlehc,oly la des- | 1525535 | 2 superponiendo los graficos evolutivos
: viacion tipica. correspondientes a las dos ciudades.
: c. Calcula el primero y el tercer cuartiles, y b. Describe cudndo es mds elevada la
: el percentil 15. temperatura en la ciudad A 'y cudndo
: d. (Qué porcentaje de comprimidos pesa en la ciudad B.
menos de 4,87 g? c. Explica en qué meses hay una mayory

una menor diferencia de temperatura.
e Se ha sometido a 18 personas a una prue-
ba fisica de resistencia. El fiempo que ha
aguantado cada una de estas personas
viene recogido en |os siguientes resultados,
expresados en minutos: —¢Cudl de las dos ciudades es, por tér-

30 543, 2 40,522, 5 44, 5 38, mino medio, mas calida?
542,540, 3 46,5 45,6 40, 1 41

d. Calcula la media aritmética de las
temperaturas medias de cada una
de las dos ciudades.

—En este caso, ¢resultaria Util comparar
las dos ciudades tomando la moda
43,540,2 42,7 45 45,2 44,2 como pardmetro de centralizacion?

. _ Justifica tu respuesta.
a. Agrupa los datos en intervalos de longi-

tud de 2 minutos. e. Calcula la desviacion tipica de las
temperaturas medias de cada una

. Obtén la tabla de frecuencias para los de las dos ciudades.

infervalos definidos. ) _
—¢En cudl de las dos ciudades han vo-

riado mads las temperaturas? Justifica
tu respuesta.

B
©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°°

c. Construye el histograma de frecuen-
cias absolutas.

© 00 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Reflexiona y autoevallate en tu cuaderno:

* Trabajo personal * Trabajo en equipo
¢Cémo ha sido miactitud ~ ¢He cumplido  ,Qué aprendi en esta ¢He compartido con mis ¢He respetado las opiniones
frente al trabajo? mis fareas? unidad temdtica? comparieros y comparneras? de los demads?

* Escribe la opinidn de tu familia. * Pide a tu profesor o profesora sugeren-

cias para mejorar y escribelas.



Fueron los primeros...

Uno de los primeros vestigios
de anotaciones estadisticas se
encuentra en la isla italiana de
Cerdena, donde existen unos
monumentos megaliticos de
basalto construidos hacia el
ano 3000 a. C. por los primeros
habitantes de la isla, los nura-
gas. En dichas construcciones
se han encontrado muescas y
toscos signos con los que, al pa-
recer, se llevaban las cuentas
de la caza y del ganado.

Lo Ultimo en estadistica

Con la tecnologia actual ya
es posible aplicar una de las
Ultimas novedades en este
campo: la estadistica en tiem-
po real. Con ella podemos sa-
ber cudntas personas hay hoy
en el planeta o las computa-
doras que se venden al dia.
Mediante la web http://links.
edebe.com/si5, accederemos
a un algoritmo que se actuo-
liza cada milisegundo y que
estd gestionado por un equipo
internacional de expertos en la
materia, procedentes de presti-
giosas organizaciones y oficinas
estadisticas.

Estadistica de accesos instantaneos
a un determinado navegador.

FUNCIONES Y LIMITES
EEENETETEN

Estadistica en Internet

Las nuevas tecnologias permiten acceder a fuentes de informacidén has-
tfa hace pocos anos desconocidas.

En este sentido, Internet es una fuente de datos valiosisima y de muy facil
consulta.

Asi, por ejemplo, diversas empresas privadas y entidades publicas facili-
tan en esta red los resultados de encuestas y estudios estadisticos.

Una de estas entidades publicas es el Centro de Investigaciones Sociolégi-
cas (CIS), organismo auténomo adscrito al Ministerio de la Presidencia cuyo
objetivo es el estudio de la opinidn publica. El servidor de su banco de datfos
es accesible a través de Internet en la direccidn: hitp://www.cis.es/

Existe ofro servidor de datos estadisticos oficiales de gran interés: el del
Instituto Nacional de Estadistica, cuya direccién es: http://www.ine.es/
Por otfra parte, resulta muy interesante acceder a la informacién que
proporciona en Internet la UNICEF.

En la direccién http://www.unicef.org/ podrds encontfrar abundante in-
formacion relacionada con la situaciéon de la infancia en el mundo.

Doctor...

necesitaria conocer y comprender todo lo referente a estadisticas para
tomar decisiones en materia de diagndstico, prondstico y terapéutica
de mis pacientes.

También necesitaria inferpretar los exdmenes que les mando, tanto de
laboratorio, como rayos x, etc, con un conocimiento de las variaciones
fisioldgicas y de las correspondientes al observador y a los instrumentos.
Y tendria que comprender la informacién acerca de la etiologia y el
prondstico de las enfermedades, a fin de asesorar a los pacientes sobre
la manera de evitar las enfermedades o limitar sus efectos.

Prohibida su reproduccion



El primer censo del que se
tiene noticia se elabord con
el fin de preparar la cons-
frucciéon de las pirdmides
de Egipto. El fresco de la fi-
gurq, descubierto en la ciu-
dad de Tebas, representa el
levantamiento de un muro.

1. Busca informacion.

2. En la pdgina web de tu
colegio o en noticias lo-
cales en internet busca
informacidén de tipo esta-
distico.

3. Elige algunas que te parezcan interesantes.

Sigue los siguientes enlaces
que te pueden servir de guia
para elaborar tu censo:

a. {Cémo se presentan?

b. ¢Se utilizan graficos? ¢De qué tipo?

C. ¢Qué variables se relacionan?

d. (Qué pardmetros estadisticos estudiados en esta
unidad crees que se aplicaron para llegar a esa
informacién? e

( http://goo.gl/15gmUJ |

1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
: ( hitp://goo.gl/03xEM |
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

e. Con la informacién que te proporcionan, ¢puedes
asegurar gue las variables estdn relacionadas?

4. Readliza una encuesta para conocer dafos generales de fu colegio como son:
* Cantidad de estudiantes que estudian, por grados, por género y edades.
* Cantidad de profesores y directivos.

» Distancia a la que viven los estudiantes del colegio (representa en una tabla de
datos agrupados en intervalos).

¢ Cantidad de miembros de la familia de los estudiantes, etfc.

(Pueden incluir ofros datfos de interés que tu profesor te pida para completar el censo).




5. Elabora el censo de tu colegio con toda la informacion recopilada:

6. Construye, con las TIC, las tablas de frecuencias para todas las variables estadisticas utili-
zadas.

7. Redacta una noticia en la que se expliquen los resultados que has obtenido. Debe tener
el formato de una noticia de prensa, con un fitulo impactante, graficos, datos, argumen-
tos, conclusiones...

8. Responde a las siguientes preguntas para elaborar un informe:

a. ¢Conocias la utilidad de todos los contenidos estudiados en esta unidad?

b. ¢Consideras que es muy Util conocer cdmo hacer recuento de datos, elaborar tfablas
y graficos estadisticos y calcular pardmetros estadisticos?

LQuUé grdficos estadisticos ha sido mds Util para presentar dicha informacién?
. ¢Crees que va a ser de gran utilidad para tu colegio este censo?
{Qué decisiones futuras se pueden tomar con toda esta informacidon recopilada?

=~ 0 Q 0

¢ Cudl ha sido la mayor dificultad con la que te has encontrado? ¢Qué solucién le has
dado?

g. ¢Qué es lo que has aprendido en la realizaciéon del proyecto?

—Valora tu participaciéon en el proyecto.
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Un auto viaja 20 km. hacia el norte, y a partir de
alli 35 km. a 602 en direccién noroeste. Encuen-
tra el médulo y la direccidn del vector desplaza-
miento total.

Una tortuga se desplaza en linea recta desde
el punto A (2, 1) hasta el punto B (5, 7). Parte del
punto A y efectia una parada cada vez que
recorre del camino.

a. ¢(Qué distancia ha recorrido?

b. ¢Cudles son las coordenadas de los puntos
en los que se detiene?

Dado el segmento que une los puntos A (1, -1)
y B (2, 3), determina la ecuacién de la recta
perpendicular al segmento y que lo corta por
el punto medio.

Dados los puntos A= (7,5)y B= (-2, 4), determina
las componentes del vector libre [(AB)].

a. ¢Cudl serd el extremo de uno de sus represen-
fantes con origen en el punto C = (-1, 3)?

b. Halla las coordenadas de los puntos M, Ny P
que dividen al segmento AB en cuatro par-
tes iguales.

Dados los puntos A(-1, 2) y B(2, 0) del plano, halla:

a. las coordenadas del vector AB.

b. el médulo del vector AB.

c. Representa grdficamente el vector.

Un perro que busca un hueso camina 3,5 metros
hacia el sur, después 8,2 metros en un dngulo de
300 al Noreste y finalmente 15 metros al Oeste.
Halla el vector de desplazamiento resultante del
perro.

Una grda arrastra un auto con una fuerza de
3000 N que forma un dngulo de 40° con la hori-
zontal. Calcula los valores de las componentes
horizontal y vertical de dicha fuerza.

n Sean los puntos P (6, 6) y Q (-2, 2). Halla las coor-

denadas de un punto alineado con Py Q, y cuya
distancia a Q es el tfriple que su distancia a P.

Fijate en estos seis vectores representados en el
espacio:

Unidades 4, 5, 6

ol
\
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N
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a. Indica si los vectores a, b y ¢ son linealmente in-
dependientes.

b. Expresa cada uno de los vectores d, e y f en fun-
cién de los vectoresa, b y ¢ .

c. Cualquier base del plano tiene dos, y solo dos
vectores. ¢ Cudntos vectores tendrdn una base en
el espacio?

R

Utilizaciéon de ideas geométricas en la navegacion, la
arquitectura y el arte

La ufilizacidon de vectores no es exclusiva del dmbito
matemdadtico.

Los vectores son un caso partficular de sistema de
coordenadas, por o que se emplean para resolver
problemas en muchos dmbitos cientificos, artisticos y
tecnoldgicos.

En carfografia se hace uso de vectores, pero expre-
sados en coordenadas distintas de las rectangulares
(%, y)- Se utilizan coordenadas esféricas, y se habla de
longitud vy latitud en vez de abscisa y ordenada. En
astronomia y en navegacién maritima puede determi-
narse la latfitud a partir de la altura de los astros. Esta
altura viene dada por el dngulo que forma con los ejes
fijos en el observador el vector que une el astro con el
origen de los ejes. Es de uso habitual en observacion
astronémica.

Asimismo, los contfroladores aéreos de los aeropuertos
utilizan vectores para describir la posicién de los avio-
nes en cada instante.

Al tfrabajar con vectores de mds de dos componentes,
pueden obtenerse las denominadas superficies regladas.

http://goo.gl/ToUd0c




Dados los vectores U=(3, -2) y v=(1, 1), calcula
analitica y gréficamente:

- - - - - -
a. u+v b. u-v c. 2u d. -2v

Dados los vectores U = @My v= (0.3), determina:

L, - -
a. Elmdédulo de los vectoresu y v
= =
El producto escalar de los vectores u y v
L, - =
El dngulo que forman los vectores u y v

N
Un vector ortogonal a u

®© 0 0 T

5
Un vector ortonormal a u

Dados los vectores U= (k. -1) y V= (2, 3) determi-
na; el valor de k para que los vectores u y v
sean ortogonales.

Las componentes de |los vectores uy v en una
base orfonormal son U = (1, 2) y V= (7 + k, k).
Halla el valor de k sabiendo que los vectores
31U - Vy 2u +Vson orfogonales.

Halla un vector de mdédulo 2 de la misma direc-
cién y sentido contrario que v= (=3, 4).

Los vectores ([AB)] Yy ([PA)] verifican ([AB)] =
2.([PA)]

a. Halla el valor de r en la siguiente igualdad.

[(PB)] =r [(AP)]

Se sabe que U - V=10, U = (a, 3)y |v| =4y dngulo

(u, v) = 60°. Halla el valor de a.

Un vector fijo tiene su origen en el punto

A (2, 1)y es equipolente al vector CD (-1, 4).

—Determina las coordenadas de su extremo vy
su modulo.

Tres vértices consecutivos de un paralelogramo

son los puntos A (1, -3), B (2, 2) y C (-3. 0).

—Calcula las coordenadas del cuarto vértice.

e d N N
Halla el producto escalar u - v en los siguientes

CQsos:
a |ul=2 |7|=%;(ﬁ);\7)=609
b [U|=3, [V]=(2 -3 (U :V)=45°

c. u=(3, %) v=(13)

Dados los vectores U (1,-2), v G Dyw(2 0),

a. Calcula las coordenadas del vector

=
20U -V +3w.

b. Expresa w como combinacién lineal de U y V.

c. Calcula los dngulos que forman dos a dos.

d. Halla un vector con la misma direccién que

b. Halla las coordenadas del punto P si u y de médulo @

A=(-1,4)yB=(-728).
Halla un vector de mddulo 2 sabiendo que for-

Halla la distancia entre los extremos del vector
ma un dngulo de 60° con el vector w= 1, /3).

a (-9, 40).

Halla el perimetro del tridngulo ABC, cuyos
vértices estdn en los puntos A (4, -2), B(-2, 6) y C
(-8.-2) y comprueba que es isésceles.

Calcula el valor de a para que las rectas r:ax +
(Ba-6)-y=2a+3y S:X+ay =asean:

a. Paralelas

Dado el punfo A (3, 2), halla las coordenadas de
otfro punto B, sabiendo que estd sobre el eje de
ordenadas y que dista 5 unidades del punto A

b. Perpendiculares
m Calcula el valor de my n para que los vectores

U= (l; mjy V= ( E,' r1> sean unitarios.
2 2 Representa los puntos A (2-2) y B ( 2, 55) v

Halla el valor de m para que los vectores calcula la distancia que los separa.

u= (.m)y V= (3. 4) sean ortogonales.
Siu (2.a)yV,(l,-4) determina el valor de a para

2
Dados los vectores x = (2, 3) e y = (-1, 4): que: &
a. Normalizalas a.u y V.sean perpendiculares; 3
) , - - . . <
b. Halla el dngulo que forman dichos vectores. b.u y v,tengan el mismo modulo, g
N . i d
¢. Halla un vector unitario y ortogonal al x. c.u - v, =10
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Elementos en un plano

Lastresrectasry-2x=0,s:x-5=0yt:2x+3y=
12 y el eje de coordenadas forman un poligono
de cuatro lados y vértices A, B, Cy D.

a. Dibuja el poligono.

b. Determina los vectores libres ([AB]). [(BC)].

(IcpD v ([DA]). y que permiten pasar de un
vértice cualquiera a otro vértice adyacente.

Un objeto estd atado a dos cuerdas simétrica-
mente segun la figura. El objefo pesa 2 000 N (P).

a. Calcula la fuerza de tensién de cada cuer-
da (T) para que entre las dos cuerdas com-
pensen el efecto de gravedad.

Calcula los vértices y el drea del trigngulo for-
mado por las siguientes rectas:

r:2x+3y=3s:6x-y=-21t:-2x+7y=-13

Calcula los vértices y el drea del poligono deter-
minado por las rectas:

r:y=2x-1s:2x-y+3=0t:2x+3y+3=0u:

y=- %X + 3 ¢De qué poligono se trata?

Calcula los vértices del cuadrado en el que
uno de los lados viene determinado por los
puntos A=(3,5)y B =(9. 2).

Las ecuaciones de dos lados de un cuadrado
son x +2y =1y -x+ 2y =-14. Halla los vértices y
las ecuaciones de los ofros dos lados, sabiendo
que el punto Q (-1, -5) estd en uno de los lados
de este cuadrado.

Calcula los vértices, lados y drea del friangulo DEF.

Dado el tridngulo de vértices A (-1,-1), B(1,4)y C
(5. 2), halla las ecuaciones de sus tres medianas
y calcula el baricentro (punto de inferseccién
de las medianas).

Halla la ecuaciéon implicita de la recta que pasa

por P (2,5)y es paralela al vector (-1, 3).

¢Cudl ha de ser el valor de k para que estas dos
rectas sean paralelas? x +3y-2=0kx+2y+3=0

Halla el drea del paralelogramo de vértices
A(1,1).B(5. 2).C4 4)yD(,3).

Dados los puntos P (3, 2) y Q (-2, 4), y la recta

r: 2x +y - 3 = 0; calcula la distancia:

a. EntfrePyQ.
b. DePar.

Indica la posicidn de larectar: y = -2 x - 2 respecto

a cada una de las siguientes rectas:
Q. 2y=-4x-4 C. y=-2x-2

b. y= % x-2 d y=-—%x-2

Dos rectas tienen la misma ordenada en el ori-
gen. (Qué posicion relativa pueden tener?

Determina la ecuacion de la recta que pasa por el

punto (2, 4) y es perpendicular a la recta y = -2x-2.

a. Caleula las coordenadas del punto en el
que se cortan ambas rectas.

m Dadas las rectas p, g, ry s cuyas ecuaciones res-

pectivas son:
p:y=x qQqy=x+2
rrx=y-2 Sty=-x+3

Indica cudles son coincidentes, cudles parale-
las y cudles secantes.

Halla el drea del tridngulo que determina la rec-

fay % x +3 con los ejes de coordenadas.

m Determina las coordenadas de los dos

punfos que se encuenfran a una distan-
cia de {2 unidades de longitud del punto
A(1,2)ypertenecenalarectay=x+ 1.

La distancia entre los puntos A (1, 1) y B (4, a)
es d(A, B) = 5. Calcula la pendiente de la recta
que pasa por Ay B.



Tres rectas se cortan en un punto y los dngulos

que forman entre ellas son iguales. Sabiendo
que una de las rectas es paralela al eje de las
abscisas, calecula las pendientes de las rectas.

De dos rectas perpendiculares, sabemos que
una pasa por el punto A (1, 3) y forma un dngulo
de 452 con el eje de las abscisas y que la otra
pasa por el punto B (-3, -3). Calcula las pen-
dientes de las rectas y el punto de corte.

Calcula la ecuacién de la recta paralela a 3 x +

2y+6 =0y que pasa por el punto A (1, -1).

Determina la posicién relativa de las rectas r, s y t.

a. riy=2x+3
S1y=-2x+3 t2y=10x+6
b. r2x+y=2
s:-3y-6=6x t:-%-x+1
C. r:%x=5y+4
X 4
s:10y-x=-8 ty=-i-%

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por

los puntos A (-1, 1) y B (2, 5).

Calcula la ecuacién de la recta paralela ay =

=-3x + 2 que pasa por el punto (3, 3).

Indica la posicidn relativa de las rectasry s. r:

y=Xx+2siy=-x+5

Observa esta figura:

y

J 00 ¢
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a. Indica las coordenadas de los vértices de los
friingulos ABC y DEF.

b. Escribe la ecuaciéon de la recta que contiene
cada uno de los lados de los dos tridngulos.

c. Halla los puntos de corte de los tridngulos
ABCy DEF.

Dadaslasrectasr:ax+(a-1)y-2(a+2)=0y
s:3ax-(3a+1)y-(ba+4)=0, calcula:

a. Elvalor de a para que las rectas sean parale-
las.

b. Elvalor de a para que sean perpendiculares.

c. Halla en este caso el punto de corte.

Dado el tidngulo de vértices A = (- 4, 2), B = (-1,
6)y C=(3,-2), calcula:

a. La ecuacion candnica de la recta determi-
nada por el segmento BC.

b. La altura que parte del vértice A.

c. La mediana que parte del vértice B, en for-
ma paramétrica.

d. El drea del tridgngulo.

e. Eldngulo ACB.

Determina las ecuaciones de las tres rectas que
forman el siguiente tridngulo rectangulo:

YA

30°

Indica la pendiente y la ordenada en el origen
de las rectas r y t, y escribe la ecuacién de
cada una de ellas.

t Y

RN W

[«=]

N1
w )\ =

Halla la ecuacién de la recta paralela a y =2x +
3 que pasa por el punto (1, 2). Halla las coorde-
nadas del punto en que se cortan las rectas y

=-2x-8ey= %x—]

Prohibida su reproduccion
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Escribe las diferentes formas de la ecuacion de

la recta que pasa por el punto (0, -3) y que fiene
por vector director v = (-2, 4).

Escribe la ecuaciéon del haz de rectas de vértice
A=(-20).

Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por

(1, 1) y es paralela a la recta de ecuacién -3x +
y=-5.

Indica el dngulo que forman, en cada caso, las
rectasry s.

a rnx-y+2=0
b. rr2x+y+2=0

s:—2x-4y+3=0
s:—-x-y+3=0

Halla la recta que pasa por A = (1, -1) y es per-

pendicular a s en cada caso:
a. s:3x-2y+4=0
b. sty=-2x+5

L X-3_y+2
c st 5 3

Indica la posicion relativa de las rectas ry s en
cada uno de los casos siguientes

a. r:2x-3y+4=0; s:x+3y+2=0+

b. rrx-y+2=0; s:2x+2y-1=0

c. 1 x-1 _y+*3.

o, T s:y=2x-4

Halla un punto de la recta r: x + y -1= 0 cuya
distancia al punto Q = (5, 2) sea 3 {2 unidades.

Dos lados opuestos de un cuadrado estdn so-

brelasrectasr 3x+4y+5=0y s:6x+8y-10=0.
Calcula el drea del cuadrado.

Determina la ecuacién y la gréfica de la recta

que:

a. Pasa por los puntos (-3, 2) y (5, 7).
b. Pasa por (-1, -2), y con pendiente igual a 2.

c. Con ordenada al origen igual a -3, y pen-
diente igual a b.

Halla la ecuacion de la recta que pasa por el pun-

fo (-7, -9). y que es paralela a la recta cuya ecuo-
cidnes.y-5x+9=7

Demuestra que las siguientes rectas son paralelas:

la primera tiene por ecuacién, 3y - 6x -9 =0; la
segunda pasa por los puntos (0, 7) y (-3, 1)

Demuestra que los puntos (1, 1), (5, 3). (8. 0),

(4. -2) son los vértices de un paralelogramo.

Del tridngulo con vértices en los puntos (-3, 2),

(5.-2) y (1, 3). Determina:

a. Laecuacién de cada una de las rectas que
lo definen.

b. Su drea.

c. Laecuacion de la mediatriz de cada uno de
los segmentos que conforman el fridngulo.

d. El punto de interseccién de las mediatrices.

e. Laecuacién de cada una de sus medianas.

Demuestra que los siguienfes puntos son vérti-

ces de un fridngulo isdsceles y que en él, los an-
gulos opuestos a sus lados iguales, son iguales.
A(6,2),B(2 -3)yC(-2 2).

Determina si las siguientes rectas son perpendi-

culares:

a. La primera tiene por ecuacién: y +3x - 27 = 0.
La segunda pasa por (0, 3), y por (9, 6).

b. La primera pasa por (0, 5) y (7, 19). La segun-
da pasa por (6, 0) y (-4, 5).

Determina las coordenadas del punto en el

que se cortan las mediatrices del fridngulo
cuyos vértices se encuentran en los puntos:

(-2, 1), 4. 7)y (6. 3).
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El término estadistica comparte la mismal raiz que la palabra
estado, fanfo en su sentido habitual de situaciéon como en su
sentido polffico de nacién. Esta semejanza histérica no se de-
fiene en la forma, sino que resulta ser mucho Mmds profunda.

¥ LA ESTADISTICA MODERNA

Durante siglos, el significado de la palabra estadistica ha sido el
de la descripcion de la situacion de la nacién; es decir, de sus
caracteristicas sociales, geogrdficas y econdémicas.

Segun este criterio histérico, la primera noticia que se tiene sobre
la elaboracién de un estudio estadistico se remonta a finales
del cuarto milenio antes de Cristo. En aquel tiempo, seguin el
historiador griego Herédoto, se efectud en Egipto un censo con
el fin de preparar la construccidn de las pirdmides.

En la Roma clésica encontramos la estadistica convertida en
un verdadero instrumento al servicio de la administracién publi-
ca. En la época imperial era comun la elaboraciéon periddica
de registros tributarios, comerciales, militares.

Lallegada de la Edad Media supuso un retroceso de la ciencia
occidental en su conjunto y, en particular, un abandono casi
absoluto del inferés por la estadistica. Mds tarde, la época re-
nacentista trajo consigo el desarrollo de una nueva rama de las
matemdticas que influyd de forma notable en la evolucidn de
esta disciplina: el cdiculo de probabilidades.

El inglés J. Graunt publicd en 1662 su Natural and
Political Observations upon the Bills of Mortality,
considerado el primer frabajo sobre estadistica de la
poblacién.

Algo mds tarde, en 1671, el holandés J. de Witt
protagonizd un importante avance en este campo
al incorporar a esta disciplina los trabajos sobre
probabilidad de Ch. Huygens. En esta linea, a lo
largo del siglo XVIII se desarrolld una cada vez mds

intensa relacién entre la estadistica y el cdiculo de
probabilidades.

Estaempresaculmindéen 1835delamanodelastréonomo
belga L. A. J. Quételet. Sus investigaciones le llevaron
a la conclusiéon de que la informacién confenida en
grandes masas de datos podia estudiarse teniendo
como modelo la distribucién normal. A él se deben
tfambién conceptos fundamentales en estadistica
COmMO media O desviacion.

Lasideas de L. A. J. Quételet fueron el origen de un répido
desarrollo en la aplicaciéon de las técnicas estadisticas.
Tienen especial relevancia los estudios del naturalista in-
glés F. Galton, en los que introdujo el concepto de corre-
lacion y los fundamentos del actual andlisis de regresion.
La herencia de F. Galton se reconoce en la llamada es-
cuela angloamericana, cuyos mAaximos exponentes fue-
ron K. Pearson y R. A. Fisher.

Gran parte de los logros de la estadistica se
derivan del interés de los cientificos por de-
sarrollar modelos que expliquen los fendme-
nos cotidianos.

La estadistica se ufiliza en la investigacion
cientifica y en la foma de decisiones bajo
condiciones de incertidumbre vy riesgo.
En las ciencias naturales se emplea en la
descripciéon de modelos termodindmicos
complejos (mecdnica estadistica), en fisica
cudntica, en mecdnica de fluidos o en la
teoria cinética de los gases. En las ciencias
de la salud permite establecer pautas sobre
la evolucion de las enfermedades y los en-
fermos, los indices de mortalidad asociados
a procesos morbosos o el grado de eficacia
de un medicamento.
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O El dominio y el recorrido de la funcion f(x) = +\/(x + 4) es:

a. D (f) =[4 +);R(f ) = (0+o)
b. D (f) = (-4, +0); R (f) = [0, +0)
c. D (f)=[-4, +0); R (f )= [0,+0)

e La funcion f(x) = x2 - 4x tiene una tasa de variacion media igual a 1 en el intervalo [0, m].
El valor de mes:

a. 1 b. 2 c. 5 d. 4

9 Sih(x) = % y g(x) = 7x-3, el valor de 2 h(5) + g(b) es:
Q. -24 b. 40 c. 64 d. 20

Relaciona la recta deferminada en cada uno de los siguientes casos con su ecuacion:

a. Pasa por el punto A (5, 3) y fiene pendiente -2.
b. Pasa por los puntos A (6, -2) y B (3, 2).
c. Forma un dngulo de 45° con el sentido positivo del eje de las abscisas.
d. Pasa por el punto A (5, —11) y tiene por vector director v = (-2, 4).
1.y=-2x-1 3. y=-2x+8
2.y=-2x+13 4. y=x+4

e Indica si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Justifica tus respuestas.

a. Las notas de Matemdticas de los alumnos de una clase representan una variable
cualitativa.

b. Las edades de las personas son variables cuantitativas discretas.
c. Las tallas de ropa son variables cuantitativas continuas.

d. Las variables cualitativas son siempre variables discretas.

}5; o La relacién entre los cuartiles y los percentiles es:
Z a. Q,=P,yQ,=P, b. Q=P yQ,=P, C. Q=P ,yQ,=P,
é OLO ecuacion de larectatangente alacurvay = (x?-3x+6 enx=-2 es:

Q. 7x+8y+18=0 b. 7x+8y-18=0 cy=% +18




o Asocia cada funcién con su derivada:

A B
X
a. f(x)=-2x*+x x2—1
b. f(x)=2x°-5x+12 —2x2 +8X+8
c. f(x) = % (x +22X)
d. F@)= /(- 1) ox -5
-8x3 +1
@) sih(x) =/(Bx*+2x) y g(x)=12x+5, Halla:
a. g (x)-2h (x) b. g (x)*+h (x) Cc. hx)eg(x) d. (heog)(4)
@ Calcula la derivada de las siguientes funciones:
a. f(x)=(3x+5)* b. f(x) =In (4x*+2) C. f(x)=esnx

Encuentra el valor de a para que lasrectas r:ax+ (6a - 6) Xy =2a+ 3 s: X + ay = ay sean:
a. Paralelas

b. Perpendiculares

0 Un cartero fiene un recorrido como se @ En un almacén se hace un inventario y

muestra en el diagrama. Halla analitico- se pesan todos los paguetes que hay. La
mente el desplazamiento resultante, en siguiente tabla recoge los resultados:
maodulo, direccién y sentido. !
Q. CCU?FTOS 2Ioses e st
se utilizaron” 0<r<10 "

b. (Cudl fue la am-  10<x<20 25
plitud de claose  20<x<30 n
utilizada? 30<x<40 7

c. ¢Cudntos paque- | 40<x<50 1
tfes pesan menos
de 20 kg?

d. Calcula el peso promedio de los pa-
quetes.

e. Determina la clase modal y clase me-
diana de 10s pesos.
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@ Laminas de apoyo



Logaritmo de un producto

El logaritmo del producto de dos ndmeros reales x e y
es igual a la suma de los logaritmos de dichos ndmeros.
log (x: y) =logx+logy

Demostracion
Sean ay b los logaritmos de x ey, respectivamente
logx=a;logy=Db
Por la definicion de logaritmo, fenemos que:
logx=aex=10%logy=b e y=10"
X y=10"-10"=10**"=
=log(x:y)=a+b=logx+logy

Logaritmo de una potencia

El logaritmo de la potencia de base el nimero real x
y exponente el nimero real y es igual al exponente
mulfiplicado por el logaritmo de la base.
logxY =y-logx

Demostracion
Sean a =logx
Por definicion de logaritmo, fenemos que 10 = x.
De aqui deducimos:

x'=(10))=10¥ = logx¥=a - y=y" logx

Prohibida su reproduccion

Logaritmo de un cociente

El logaritmo del cociente de dos nimeros reales x e y es
igual ala diferencia de los logaritmos de dichos nimeros.

log (§> =logx-logy
Demostracion
Sean ay b los logaritmos de x ey, respectivamente.,
logx=a;logy=Db
Por la definicidn de logaritmo, fenemos que:
logx=a©x=10%logy=b e y=10"
X

X
v = 10""‘0:>10g(7>=a-b=logx-logy

Logaritmo de un cociente

El logaritmo de una raiz es igual al cociente entre el
logaritmo del radicando y el indice de la raiz.

log ¥ =128

Demostracion
1

0 n N .
Observa que si expresamos VX como x0 y aplico-
mMos la propiedad anterior, obtenemos:

Ly

log Vx =logx" = = logx.

logx = h
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DERIVADAS DE FUNCIONES ELEMENTALES

Funcion Funcién derivada
fx)=k, keR f'x)=0
) =x fED=n
fx)=¢ fix)=e
- : 1
f(X) Inx f (X) = ;
f(x) =senx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) =-senx
Derivada de la funcién suma Derivada del producto de una constante

por una funcién

) =gx) +hx)= f'x) =g'(x) +h'(x) fR=k-gx=fx) =k g X
Derivada de la funcién producto Derivada de la funcién cociente
f(x) =gx) -hx)= f'(x) =g'x) -h(x)+gx) - ) - ) T
h'(X) f(X) _ g(X) N f’(X) _ g (X) h(X) g(X) h (X)
h(x) [h()]?

Derivada de la funcién compuesta: regla de la cadena

f =M= =gh) X
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OPERACIONES CON VECTORES

I

Producto de un nimero real por un vector. k - i
Suma y resta de vectores: i + V

Escritura de vectores utilizando las operaciones con vectores.

U=a-V+B-w

I

Dos vectores V y w con diferente direccién forman una base vy si:
U=a-Vv+B-w

ay b son las componentes de i en esta base.

ﬁI

Podemos usar las componentes de |os G-v=lil-1vl-cosa

vecicies|paraleieciiareperaciones: Expresion analiica en una base orfonormal:

Producto de un nimero real por un vector: 0V = UV, +Uyy,
k-t=C(k-u,k-u ,

( 1 2) Lo podemos usar para calcular el modulo

Suma y resta de vectores: de un vector y para calcular el dngulo que

U=v=(u £v,,u,=v,) forman dos vectores.

Utilizando un sistema de referencia
R ={0;u,v}, definimos las coordenadas
de un punto P de la siguiente forma:

[0P) = § = pyil + p,¥ = P = (p1, ;)
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Como conseguir un contrato como consultor usando
un poco de matematica

Adrian Paenza

Uno puede hacerse pasar por adivino o por una persona muy
entrenada en predecir el futuro o aventurar lo que va a pasar
en la Bolsa de Valores: basta con aprovechar la rapidez con la
que crecen las potencias de un nimero.

Este es un ejemplo muy interesante. Supongamos que tene-
mos una base de datos de 128 000 personas. (Por las dudas,
no crean que sean tantas, ya que la mayoria de las grandes
empresas las tienen, las compran o las averiguan). De todas
formas, para lo que quiero invitarles a pensar, podriamos em-
pezar con un nimero mas chico, e igualmente el efecto seria
el mismo.

Supongamos que uno elige alguna accién o algin commodi-
tycuyo precio cotice en la Bolsa. Digamos, para fijar las ideas,
que uno elige el precio del oro. Supongamos también que us-
tedes se sientan frente a su computadora un domingo por la
tarde. Buscan la base de datos que tienen y seleccionan las
direcciones electrénicas de todas las personas que alli figu-
ran. Entonces, a la mitad de ellas (64 000) les envian un mail
diciéndoles que el precio del oro va a subir al dia siguiente
(lunes). Y a la otra mitad les envian un mail diciéndoles lo
contrario: que el precio del oro va a bajar. (Por razones que
quedaran mas claras a medida que avance con el ejemplo, ex-
cluiremos los casos en los que el oro permanece con el precio
constante en la apertura y el cierre)

Cuando llega el lunes, al finalizar el dia, el precio del oro o bien
subié o bien bajé. Si subid, hay 64 000 personas que habran
recibido un mail de ustedes diciéndoles que subiria. Claro, qué
importancia tendria. Haber acertado un dia lo que pasaria con
el oro tiene poca relevancia. Pero sigamos con la idea.

El lunes a la noche, de las 64 000 personas que habian recibi-
do su primer mail diciéndoles que el precio del oro subiria, us-
tedes seleccionan la mitad (32 000) y les dicen que el martes
volverd a subir. Y a la otra mitad, los otros 32 000, les envian
un mail diciéndoles que va a bajar.



Llegado el martes por la noche, ustedes estan seguros que hay
32 000 para los cuales ustedes no solo acertaron lo del martes,
sino que ya habian acertado el lunes. Ahora repitan el proceso.
Al dividir por la mitad, a 16 OOO les dicen que va a subir y al
resto, los otros 16 000, que va a bajar. Resultado: el miércoles
ustedes tienen 16 OO0 personas a las que les avisaron el lunes,
el martes y el miércoles lo que pasaria con el precio del oro. Y
acertaron las tres veces (para este grupo).

Repitanlo una vez mas. Al finalizar el jueves, ustedes tienen
8 000 para los que acertaron cuatro veces. Y el viernes por
la noche, tienen 4 0O0O. Piensen bien: el viernes por la noche,
ustedes tienen 4 OO0 personas que los vieron acertar todos los
dias con lo que pasaria con el precio del oro, sin fallar nunca.
Claro que el proceso podria seguir a la semana siguiente, y
podrian tener 2 000 al siguiente lunes, 1 000 al martes vy, si
queremos estirarlo ain mas, el miércoles de la segunda sema-
na, tendran 500 personas a las que les fueron diciendo, dia por
dia, durante diez dias, lo que pasaria con el precio del oro.

Si alguno de ustedes pidiera a estas personas que lo contra-
taran como consultor pagandole, digamos, mil délares por afio
(no lo quiero poner por mes, porque tengo cierto pudor.. atin)
¢No creen que contratarian sus servicios? Recuerden que us-
tedes acertaron siempre por diez dias consecutivos.

Con esta idea y empezando con una base de datos bien mas
grande o mas chica, o parando antes en el envio de correos
electrénicos, ustedes se pueden fabricar su propio grupo de
personas que crean en ustedes o que crean sus predicciones.
Y ganar dinero en el intento.

Tomado de https://goo.gl/xyX7eq (19/02/2018)
Adrian Paenza (1949). Periodista, matematico y profesor argentino especializado

en la divulgacién matematica.



Poesia matematica

Millér Fernandes

En las muchas hojas

del libro de Matematicas
un Cociente se enamord
un dia dolorosamente
de una Incégnita.

La vio con su mirada innumerable

y la vio desde el apice a la base:

una figura impar;

ojos de robot, boca de trapecio,
cuerpo rectangular, senos esferoides.

Hizo de la suya una vida
paralela a la de ella,
hasta que se encontraron
en el infinito.

"¢ Quién eres t0?” -indagd ella
con ansia radical
"Pero puedes llamarme hipotenusa”.

Y de hablar descubrieron que eran
(lo que en aritmética corresponde a las almas hermanas)
primos entre si.

Y asi se amaron

al cuadrado de la velocidad de la luz,

en una sexta potencia

trazando,

al sabor del momento

y de la pasion,

rectas, curvas, circulos y lineas sinusoidales
en los jardines de la cuarta dimensién.

Escandalizaron a los ortodoxos de las formas euclidianas
y a los exégetas del Universo infinito.

Rompieron convenciones newtonianas y pitagoricas.

Y en fin resolvieron casarse,

constituir un hogar,

mas que un hogar, una perpendicular.



Invitaron como padrinos

al Poligono y a la Bisectriz.

E hicieron planos y ecuaciones y diagramas para el futuro
sofiando con una felicidad

integral y diferencial.

Y se casaron y tuvieron una secante y tres conos
muy graciosillos.

Y fueron felices

hasta aquel dia

en que todo se vuelve al fin

monotonia.

Fue entonces cuando surgié

el Maximo Comun Divisor.

Ofrecidle, a ella,

una grandeza absoluta

y la redujo a un denominador comun.

El, Cociente, percibid

que con ella no formaba un todo,
una unidad.

Era un tridngulo, llamado amoroso.
De ese problema él era una fraccion,
la mas ordinaria.

Pero fue entonces cuando Einstein descubri6 la Relatividad.
Y todo lo que era espurio pasé a ser

moralidad

como en cualquier sociedad.

Tomado de https://goo.gl/4wgHnQ (04/02/2018)

Millér Fernandes (1923-2012). Dibujante, humorista, traductor, escritor y drama-
turgo brasilefio, nacido en el barrio del Méier, en Rio de Janeiro. Fue un artista con
multiples funciones y actividades. Escribi6 en las revistas EI Cruzeiro y El Pasquim.



Romance de la derivada y el arcotangente

Autor desconocido

Veraneaba una derivada enésima en un pequefio chalet situa-
do en la recta del infinito del plano de Gauss, cuando conocié
a un arcotangente simpatiquisimo y de espléndida represen-
tacién grafica, que ademas pertenecia a una de las mejores
familias trigonométricas. Enseguida notaron que tenian pro-
piedades comunes.

Un dia, en casa de una parabola que habia ido a pasar alli
una temporada con sus ramas alejadas, se encontraron en un
punto aislado de ambiente muy intimo. Se dieron cuenta de
que convergian hacia limites cuya diferencia era tan pequefia
como se quisiera. Habia nacido un romance. Acaramelados en
un entorno de radio épsilon, se dijeron mil teoremas de amor.

Cuando el verano pasé, y las pardbolas habian vuelto al origen,
la derivada y el arcotangente eran novios. Entonces empeza-
ron los largos paseos por las asintotas, siempre unidos por un
punto comun, los interminables desarrollos en serie bajo los
conoides llorones del lago, las innumerables sesiones de pro-
yeccién ortogonal.

Hasta fueron al circo, donde vieron a una troupe de funciones
logaritmicas dar saltos infinitos en sus discontinuidades. En
fin, lo que eternamente hacian los novios.

Durante un baile organizado por unas cartesianas, primas del
arcotangente, la pareja pudo tener el mismo radio de curvatu-
ra en varios puntos. Las series melédicas eran de ritmos uni-
formemente crecientes y la pareja giraba entrelazada alrede-
dor de un mismo punto doble. Del amor habia nacido la pasién.
Enamorados locamente, sus graficas coincidian en mas y mas
puntos.

Con el beneficio de las ventas de unas fincas que tenia en el
campo complejo, el arcotangente comprd un recinto cerrado
en el plano de Riemann. En la decoracién se gasté hasta el
Gltimo infinitésimo.



Adorné las paredes con unas tablas de potencias de e precio-
sas, puso varios cuartos de divisiones del término indepen-
diente que costaron una burrada. Empapelé las habitaciones
con las graficas de las funciones mas conocidas, y puso varios
paraboloides de revolucién chinos de los que surgian desarro-
llos tangenciales en flor. Y Bernoulli le prestd su lemniscata
para adornar su saléon durante los primeros dias. Cuando todo
estuvo preparado, el arcotangente se trasladé al punto impro-
pio y contempld satisfecho su dominio de existencia.

Varios dias después fue en busca de la derivada de orden n 'y
cuando llevaban un rato charlando de variables arbitrarias, le
espeto, sin mas:

—¢Por qué no vamos a tomar unos neperianos a mi aparta-
mento? De paso lo conoceras, ha quedado monisimo.

Ella, que le quedaba muy poco para anularse, tras una breve
discusion del resultado, acepto.

El novio le ensefi6 su dominio y quedd integrada. Los nepe-
rianos y una musica armoénica simple hicieron que entre sus
puntos existiera una correspondencia univoca. Unidos asi, mi-
raron al espacio euclideo. Los astroides rutilaban en la béveda
de Viviani.. jEran felicesl!

—¢No sientes calor? —dijo ella.

—Yo si. 4 Y ta?

—Yo también.

—Ponte en forma candnica, estaras mas comoda.

Entonces él le fue quitando constantes. Después de artificiosas
operaciones la puso en paramétricas racionales..

—¢Qué haces? Me da verguenza.. —dijo ella.

—ijTe amo, yo estoy inverso por ti.l Déjame besarte la orde-
nada en el origen.! iNo seas cruel.! jVen.! Dividamos por un
momento la nomenclatura ordinaria y tendamos juntos hacia
el infinito..

El la acaricié sus méximos y sus minimos y ella se sintié des-
componer en fracciones simples. (Las siguientes operaciones
quedan a la penetracién del lector)

Al cabo de algln tiempo, la derivada enésima perdid su perio-
dicidad. Posteriores andlisis algebraicos demostraron que su
variable habia quedado incrementada y su matriz era distinta
de cero. Ella le confesé a €, saliéndole los colores:

¥



—Voy a ser primitiva de otra funcién. El respondié:
—Podriamos eliminar el parametro elevando al cuadrado y
restando.

—iEso es que ya no me quieres!

—No seas irracional, claro que te quiero. Nuestras ecuaciones
formaran una superficie cerrada, confia en mi.

La boda se prepard en un tiempo diferencial de t, para no dar
de qué hablar en el circulo de los 9 puntos. Los padrinos fueron
el padre de la novia, un polinomio lineal de exponente entero,
y la madre del novio, una asiroide de noble asintota. La novia
lucia coordenadas cilindricas de Satung y velo de puntos ima-
ginarios. Oficié la ceremonia Cayley, auxiliado por Pascal y el
nuncio S.S. monsefior Ricatti.

Hoy dia el arcotangente tiene un buen puesto en una fabrica
de series de Fourier, y ella cuida en casa de 5 lindos términos
de menor grado, producto cartesiano de su amor.

Tomado de https://goo.gl/4fz6od (07/07/2017)

La bisabuela Juana (fragmento)
Daniel del Olmo y Abedul

Dante debid equivocarse al describir el infierno. No conocia la
casa de mi bisabuela Juana; una antigua casa rural, rodeada
de vacas, gallinas, alamos, girasoles y la mas absoluta nada. La
poblacién mas cercana se halla a unos cien kilémetros, asi que,
hay poco con lo que una persona de ciudad pueda entretener-
se, aparte del sofocante calor y los pozos secos. En el fondo, mi
bisabuela es un ser extrafio. Con sus ciento cuatro afios, vive
separada del mundo moderno; sin radio, sin periédicos y sin
vecinos. Y lo que mas fascina, no es su hogar sin ningdn tipo
de modernidad; es su vitalidad, que tiene anonadada a toda
la comarca. Hace afios que el médico estd idiotizado por su
juventud interior, y la flexibilidad de sus movimientos, y no es
para menos, ya que ordefia sus vacas y recoge la mies, duro
trabajo para una espalda encorvada como la de la bisabuela
Juana.



“Ya es hora de que pongas a reflexionar esa cabezota que
algtn dios te ha dado”, me dijo una soleada marfiana mien-
tras desayunaba placidamente, a la sombra de un alamo. La
acompaiié a la biblioteca, y alli sacé una caja de unos noventa
centimetros por setenta, y sesenta de alto. Era extraordina-
ria. La madera con la que estaba hecha era de sandalo por el
leve aroma que despedia, de ébano, caoba y de roble. La tapa
contenia dibujos geométricos en madreperla y estaba rodeada
de inscripciones y frases en griego, latin, arabe, jeroglificos
precolombinos y egipcios, escritura cuneiforme, e ideogramas
chinos o japoneses, no hubiese sabido diferenciarlos. “Esta caja
te dird lo que es mas importante en la vida. Témate tu tiempo,
y resuelve el enigma. Las prisas acortan la vida, recuérdalo”, y
me dejé ante la caja, que abri en el mismo instante en que mi
bisabuela abandonaba la sala.

Estaba dividida interiormente en otra caja, con un pequeiio
compartimento con letras en varias lenguas antiguas, y una
balanza de pequefias dimensiones. Tomé la tapa de la caja
interior y la abri. Era de cristal negro, robusto, pero de tacto
fragil. Contenia un trozo de madera, virutas de mineral de hie-
rro, un sello con forma flamigera, un saquito de tierra y una
botella de agua.

¢ Qué debia descubrir con esto? Son cinco cosas, cinco mate-
rias. La tierra contiene a la madera, el metal, el agua y el fuego.
El agua apaga el fuego, al igual que la tierra puede extinguir
un fuego. El metal nace de la tierra. El fuego nace en la made-
ra, y la madera nace de la tierra. El fuego funde el metal Los
cinco estadn conectados. No tiene sentido alguno. ;Qué querra
significar? "Naturaleza’, "medio ambiente”, "elemento”. Probé
todas ellas en la balanza, y ninguna dio resultado. De lo que
si me percaté fue que cada letra tenia un peso especifico, asi
que determinado peso debia abrir algin mecanismo interno.
Pero atin sabiendo esto, estaba como al principio. Agua, metal,
tierra, madera, fuego. Tengo la cabezota oxidada, hacia tiempo
que no resolvia ningin enigma asi. Yo, estudiante de retdri-
ca, estaba atascado en la primera fase. Un tanto deshonroso
para mi ego. El tiempo pasa, y sigo en el mismo punto inicial
Tierra, madera, metal, fuego y agua. Y si. los cinco pueden
vivir en armonia, puesto que unos de los otros son hacedores
y destructores a un tiempo. Si son capaces de vivir en “paz’,
los cinco podran coexistir. Como las personas han de convivir.

>



Puede ser que “paz” sea la palabra y el concepto que andaba
buscando. Busqué las letras y las puse sobre la balanza y.
chas-chas-rum. El mecanismo se activé, dejando al descubier-
to una segunda caja interior que estaba debajo, escondida, de
la primera de cristal negro. Fabuloso, la primera fase estaba
resuelta. Y soélo habian pasado, jvayal, cinco horas, que fueron
todo un desgaste para mi mohoso cerebro.

La segunda caja era de plata, brillaba con el sol del amanecer,
tras una vivificante noche de descanso cerebral Su interior
contenia sélo una tablilla con un simbolo, VI. Podia ser un ni-
mero tal cual; un siglo, un mes, un afio; una V y una I, y ser un
verbo.. Como en la primera caja, podia ser cualquier cosa. Lo
que si estaba claro, es que se acotaba a algo latino, de la an-
tigua Roma. jSucedié algo que implicase ese simbolo? Si era
un mes, se trata de junio, pero el calendario que empleamos
ahora no coincide con el de los romanos, asi que podia des-
cartarse momentaneamente. Si era un numero, podia ser en
referencia al cuerpo humano; brazos, piernas, cabeza y tronco.
Seria “cuerpo” lo que buscaba, o quiza “calendario”’, “primave-
ra’, “estaciones”. Como hice el dia anterior, busqué las letras
pertinentes y las puse en la balanza y ninguna funcioné. Des-
esperanzado probé con otras materias, puesto que ‘medicina’,
“conocimiento general”, y “ciencias naturales”, no habian fun-
cionado. A lo mejor era algo relacionado con la matematica,
lo que me hizo recordar el famoso teorema del hexagono de
Pappus de Alejandria.

El teorema de Pappus no hace referencia a alguna medida;
es por tanto, de pura incidencia, pero se demuestra usando
los axiomas de congruencia de segmentos. Asi que VI pue-
de referirse a una incidencia, en un siglo. Bueno, si tomamos
como verdad, que lo que buscamos es una incidencia dentro
del mundo romano en el siglo VI, coincidiria con el gobierno
del emperador Justiniano, durante el cual se produjo el brote
epidémico de peste negra mas largo, puesto que durd sesenta
afios, y mas antiguo referenciado por los textos histdéricos.

La palabra tiene que ser “enfermedad’. Puse las letras en la
balanza y. Nada. Ni un ruido, ni movimiento, nada. Y esta-
ba convencido de que esa era la palabra. Probaremos con la
opuesta, “salud’, ya que quizad sea lo contrario lo que la caja
desea. La balanza contenia las letras, y jbingol El mecanismo
se acciond, dejando ver una nueva caja, mas pequeiia que las
anteriores, pero con el mismo sistema que la preliminar.



La tercera caja era de ceramica azul cobalto con dibujos ser-
penteantes en marfil De manufactura fina y delicada, parecia
a punto de romperse si la tocabas. Y un nuevo enigma para
resolver. Era por la tarde, y me habia olvidado de comer. Mi
bisabuela vino a ver mis progresos, y quedé sorprendida cuan-
do descubrié que ya habia abierto dos cajas, e iba a iniciar la
tercera (.).

Ahora, estamos ante la tercera llave. Esta caja de porcelana
contenia un pergamino enrollado con el simbolo «. Este sera
sencillo, pensé para mis adentros con regocijo, es el simbolo
de infinito. Busqué las letras y puse “infinito” en la balanza, y..
nada. Era de esperar, no podia ser tan facil Infinito es infini-
to, el mas alla, lo mas lejano. Lo que no es finito. ;Qué puede
ser infinito? La luz, la pesadez de mi hermana, la estupidez
del hombre.. Infinito. En algunos aspectos buscamos el infinito,
como en el amor o el carifio, o en que las cosas buenas duren
por siempre, pero al infinito no se llega nunca. A lo mejor, que
la "paz” y la “salud” duren por siempre, sean infinitas, pero
para ello tendriamos que vivir sin fin, ser inmortales. Imposi-
ble, nadie puede vivir por siempre, ser inmortal, solo son in-
mortales aquellos que son recordados, como escritores, musi-
cos, cientificos, matematicos o politicos. Seguro que la palabra
es "inmortal”, no hay lugar a dudas. Al poner las letras en la
balanza, nuevo fracaso, a los que ya me estaba habituando,
para qué voy a negarlo. Pensandolo mas detenidamente, “in-
mortal” no puedes ser fisicamente, pero “longevo” si. Quiza, por
una extrafia pirueta retérica, infinito sea inmortal, y este se re-
fiera a longevidad, como mi bisabuela, que ha enterrado a tres
hijos y a dos nietos, y ha vivido en dos siglos. Puse las letras de
“longevidad” en la bascula y.. chas-chas-rum. Increible, es “lon-
gevidad”. Infinito es longevidad. En el exterior hace tiempo que
el sol se marcho, serian las dos o tres de la mafiana, y estaba
exultante por haber hallado la tercera palabra.

Y como no, una nueva caja me esperaria mafiana. Ahora mis
sesos necesitaban un nuevo descanso; el moho que los recu-
bria estaba desapareciendo, y eso me hacia estar contento.



Aquella mafiana fue himeda. Habia llovido persistentemente
durante la madrugada y el calor matinal creaba condensa-
ciones que te hacian sudar mas de lo que era habitual a esas
horas. Desayuné tranquilamente un gran tazén de leche de
cabra con unos picatostes frios del dia anterior. Mi bisabuela
me miraba de soslayo, con cierta impaciencia quizd, era dificil
saber qué pensaba. Me marché a la biblioteca para enfrentar-
me al nuevo reto, la cuarta caja. Esta caja era de cuarzo rosa,
pesada y algo basta. De gruesas paredes que no permitian el
paso de la luz. En su interior sélo habia un papiro con el simbo-
lo w. Como en el caso anterior, enseguida me vino a la cabeza
314, que es su correspondiente numeérica, pero no podia ser,
puesto que no habia nimeros en las piezas de la balanza. Asi
que debia ser otra cosa. Este simbolo tiene siglos de antigte-
dad: ya lo usaban los chinos, los mesopotamicos, e incluso los
egipcios. El papiro de Ahmes, de 1900 a.C, hallado en Egipto,
es la primera referencia a este concepto. w se emplea en mate-
matica, en ingenieria, en fisica, y en otras tantas materias. Es
una constante, irracional.

Teniendo en cuenta mi experiencia con las anteriores cajas,
sé que tengo que encontrar un concepto intangible, como paz,
salud o longevidad. El propio soporte de la pista puede ser una
pista. w puede ser una casa, un barco, un melocotén, puede
encontrarse en todo lo que nos rodea, incluso en las personas.
Es irracional, como para los egipcios la muerte, el dolor o la
felicidad. Eso era, “felicidad”, esta es la palabra, el concepto que
busco. Introduje las letras en la balanza y la caja reacciond.
Pero ya no habia mas cajas. La de cuarzo era la dltima, y solo
tenia cuatro palabras.

Tomado de https://goo.gl/ivGJiW (05/03/2018)

Daniel del Olmo y Abedul. Alumno del Departamento de Matematica e Informati-
ca Aplicadas a la Ingenieria Civil, de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros de
Caminos, Canales y Puertos de la Universidad Politécnica de Madrid.



Armonia, belleza y precision

Juan Manuel Sanchez Panta

La esplendida serie de nimeros son joyas de mi jardin,
el horizonte de la matematica es brillante,

es como saborear sabiduria dentro de un cuadrante

mi inspiracién crece lozana como un jazmin.

La creacién y la soluciéon de problemas es mi universo,
la rigidez en el calculo activa mi memoria,

las ecuaciones polinomiales son parte de mi historia,
la armonia de las sucesiones embellecen mis versos.

Describo las rectas, con inusitada pasién,

las coordenadas de los puntos las llevo a los cuadrantes,
el movimiento de las figuras vibra en un sol radiante,

la matematica es belleza y precisién

desde el mistico Pitadgoras el inmortal,
hasta los brillantes Leignit y Newton.

con su funcién y ecuaciéon diferencial,
la matematica se cubre de gloria.

Puntos, rectas y planos, estan en sintonia,

con el mistico y complejo mundo de la geometria,
todo vibra con una real simetria

la convexidad y la concavidad es virtud de la materia.

Los nGmeros reales son densos e inmensos,

las expresiones notables son factorizables,

algunas expresiones son derivables e integrables,

el dlgebra de los anillos cuerpos y campos son hermosos.

El mundo de los nimeros devoran mi imaginacion,
estudio teoremas, propiedades, y leyes con plenitud
el talento que Dios me ha dado es una virtud

pasar el espacio tridimensional a la cuarta dimensién
es mi obsesion.

Tomado de https://goo.gl/Tugq3GO (26/03/2018)

Juan Manuel Sanchez Panta. Divulgador de conocimientos matematicos en obras
literarias.



Una confusion cotidiana

Franz Kafka

Un problema cotidiano, del que resulta una confusiéon cotidia-
na. A tiene que concretar un negocio importante con B en H,
se traslada a H para una entrevista preliminar, pone diez mi-
nutos en ir y diez en volver, y en su hogar se enorgullece de
esa velocidad. Al dia siguiente vuelve a H, esa vez para cerrar
el negocio. Ya que probablemente eso le insumird muchas ho-
ras. A sale temprano. Aunque las circunstancias (al menos en
opinién de A) son precisamente las de la vispera, tarda diez
horas esta vez en llegar a H. Lo hace al atardecer, rendido. Le
comunicaron que B, inquieto por su demora, ha partido hace
poco para el pueblo de A y que deben haberse cruzado por el
camino. Le aconsejan que aguarde. A, sin embargo, impaciente
por la concrecién del negocio, se va inmediatamente y retorna
a su casa.

Esta vez, sin prestar mayor atencidn, hace el viaje en un rato.
En su casa le dicen que B llegé muy temprano, inmediatamen-
te después de la salida de A, y que hasta se cruzé con A en el
umbral y quiso recordarle el negocio, pero que A le respondié
que no tenia tiempo y que debia salir en seguida.

Pese a esa incomprensible conducta, B entré en la casa a es-
perar su vuelta. Ya habia preguntado muchas veces si no ha-
bia regresado todavia, pero continuaba aguardando aun en el
cuarto de A. Contento de poder encontrarse con B y explicarle
lo sucedido, A corre escaleras arriba. Casi al llegar, tropieza, se
tuerce un tobillo y a punto de perder el conocimiento, incapaz
de gritar, gimiendo en la oscuridad, oye a B -tal vez ya muy
lejos, tal vez a su lado- que baja la escalera furioso y desapa-
rece para siempre.

Tomado de https://goo.gl/5921yo (23/03/2018)

Franz Kafka (1883-1924). Escritor nacido en Praga, en el seno de una familia aco-
modada perteneciente a la minoria judia de lengua alemana.



Examen de Estadistica

José del Rio Sanchez

¢ Qué es la Estadistica?

Es una ciencia fotografica y adivinatoria
que procede en primera instancia

como una pelicula,

donde graban sus nimeros

la realidad y la apariencia.

Cruza después al otro lado

para vaticinar el éxito

o embalsamar la ruina,

pues el oraculo de sus campanas

siempre se puede modular

eligiendo los prismaticos adecuados

¢Para qué sirven las estadisticas?

Para generar hambres y vender tapaderas,
para dictar la norma

e imponer su razén

Con ellas se averigua cémo y cuando
llamar a la oracién y al voto,

a la guerra y a la trashumancia,

a la risa y al tributo.

Ni las ovejas negras

pueden huir de sus dominios

Tomado de https://goo.gl/h3SbRg (26/03/2018)

José del Rio Sanchez (1960). Escritor y matematico, quien ha argumentado que
en las grandes obras de la literatura universal, en El Quijote de la Mancha, se ha
empleado las matematicas. Publicé el libro: También los novelistas saben matema-
ticas.
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Carmen Conde

Esfera cefiida de esferas que no pueden
escaparse de la esfera Gnica.

Manos esféricas cifiéndose a unas piernas
que se abrazan redondas, perfectisimas.

Si esta esfera que soy yo, que fui yo siempre,
desgajara de si un anillo y lo arrojara,

se caeria

cogido por su extremo, prolongandose

hasta pisar el polvo.

Ondularia siglos, y su misica

subiria por temblores a la esfera

que la retiene siempre jamas, tan suyo.

Seria vertical, hasta que un siglo

la curva reclamaria ser redonda
desde un albor sin ritmo. Subiria

otra vez a ser anillo, anegandose

por amor de querencia inmarchitable,
en la esfera total

Yo he sido anillo,
tembloroso al caer, y erguida
me dejaba correr desde los tiempos..

Mas la esfera sintié que al fin mi esencia
debia descansar en lo redondo.

Tomado de https://goo.gl/H4SB3f (19/03/2018)

Carmen Conde (1907-1996). Narradora, poetisa, dramaturga, ensayista y maestra
espafiola, considerada una de las voces mas significativas de la generacién poética
del 27. Ha publicado Entre aceitunas y coplas, Brocal, Jubilos, Oid a la vida.



N: 978-9978-71-

WH“ ‘ m ““
9789978719

E]mﬂ “
916

EL
GOBERNO
DE TODOS

Ve &

MINISTERIO
DE EDUCACION

o @MinisterioEducacionEcuador o @Educacion_EC o /MinEducacionEcuador ee /Educacionecuador

www.educacion.gob.ec
Informacién: 1800 EDUCACION (338222) o info@educacion.gob.ec



	1
	2
	3
	4
	5
	6

